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Approssimazione di una funzione convessa |

|

|

’Deorema. Sia g una funzione reale convessa su R. Allora g & Pinviluppo superiore g ?
d1 una famiglia numerabile di funzioni lineari affini. | }

; 'Dinlostrazioné"u“ Per ogni numero razionale r, denotiamo con f,. la funzione che coinci-

. de con g inr e la cui derivata € costantemente eguale %\l{l&f(}ﬁ]}.‘l\’afa destra di g calcolata « [ Feletintan « A
',_m r. Essendo g convessa, f, & maggiorata da g. Percio, posto & = sup,cq fr, ha" i alE
luogo la diseguaglianza h < g. Basta dunque provare la diseguaglianza opposta. sy
A questo scopo, fissato un numero reale z, osserviamo che, sull'intervallo [z, z + 1], ;
la funzione g ¢ lipschitziana, con costante di Lipschitz L eguale al massimo tra il
modulo della derivata sinistra di g in z e il modulo della derivata destra di g in z+1.
Anche ciascuna deiie funzioni f., con 7 € [3: z + 1] N Q, & lipschitziana su [z,z+ 1] (o my v 3 )
con la stessa costante L. Di conseguenza, per ogni elemento r di [z, z + 1] ﬂ@, e due :

funzioni f; e g, che coincidono in r, non possono differire, in 7, per pit di 21}('}2{)w ag)
Si ha dunque fefar £ {

PIREH

CM;!;: 1{Ey=- h‘{\‘l‘

S ""3 -g,:\'i“"i '/ lﬁ\(l‘l" S( )5 + :/ R ,f {\?; J
trf OF jn W !
g(x) < frlz) + 2L(r — )
< hiz)+ 2L(r — ).

Di qui, facendo tendere r a z, si ricava g{z) < h(z), e cid conclude la dimostrazione.
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Sulla nozione di completezza

1. Famig]ie filtranti di Cauchy l

=g CO""{ \ni’oﬂ(ﬁ

n_fﬂn__ u“‘é Wy
di elementi di E st dice fillrante se si suppone aver 'fissa o il 1n51eme iy

indici, una relazione di preordine (tOSSIa rlﬁesswa ¢ tran lthEL) la gua,le sia per g1u1

AT T S T I A U it AR - e

ﬁltmnte (cioe tale che, per ogni coppia di(elementi_dl , esista un elemento di I che erm‘« )

..... et rad

(M sggua e I}tlgim ? Da;a{ unaﬂmffatta{fdil;lg ia (Tf)te I, € indicando con < la relazione 3 { F.Jme|1;
5

Ve -2
di preordine sata su 1, st d_l é”‘ & fidano woir
7
(\u Lok, Qo'\ At o {54 5 (i A _} ron 1. {"

° (:I:t)tg P d?, Cauchy in K se, per ogni munero reale e magglore di zero, esiste (fwhu, 1 L),

un elemento s di I tal ch_e 51 abbla su Az, z4) < € (et uﬂ%’f TN Ao 43 2 © i e loudder
{ciot nt RN (O Rt MasHlich: (s, 20) (et fy e ) offee s ju
o (T4)eer converge Verso un elemen to y d1 se, per Ogni numero rewie € MAZEIOTE (7, 0l )X

di zero, esiste un e]em 1to s d1 I tale ch bi d{y, z;} < Az o ot kol
(Cnf a4t ‘JEE l}f fp e} EXLD Eﬂ?“}‘(?gl alg 2 EupteI s (y :Ct) & ( !} S é\ ;L...J\J{
Inoltre si dlce che la famigha (Tt)ier © converqente in B se eblste un efemento en 0ty 3y v £

] . ni}
di £ verso il quale essa converga. Uore (I ey Cometzpnidt fo 57 t’OHr‘*(;’ de B el

(1.1) Definizione. Sia dato uno spazio pseudO metrico &:1 ,d). Una famig Ila
*
1%3

/Jd"r Hii a0
ED 1”{‘{ H.ﬁ

(/tr}[m Joor - E@ul Tl 4 repnde Corsdonkt (o F Y. \j ‘ A {«
. . . doitf LAl pag I
La proposizione seguente fornisce una condizione sufficiente ad assicurare che Ff‘:: ;if I '; i
"

un’assegnata famiglia filtrante di elementi di uno spazio pseudo-metrico sia di Cauchy.

- (1.2) Proposizione. Nelle ipotesi e con Je notazioni della Definizione {1.1), si:
supponga che la famiglia filtrante (x,)icr possieda la proprieta seguente: per ogni
successione crescente (in)n>o0 di elementi di I,-la successione (;rtn)n >0 & di Canchy
.in E. Allora ls famiglia filtrante (z¢)ier & di Cauchy in E. :

Dimostrazione™ Ragionando per assurda si supponga che la famiglia (z:):c7 non sia
'di Cauchy in F, cioé che esista un numero reale ¢ maggiore di zero, tale che, per
jogni elemento s di I, si possa trovare un elemento ¢ di I, con £ > s, per il quale
Irisulti %(333)153 > €. Impiegando !'assioma della se seelta & allora possibile costruire

una succésgione crescente {(tn)n>o,di elementi di I, tale che, per ogni n, si abbia
d(a:tn, :ctm_l) > €. Poiché la successione (xtn) g 1OD e di Cauchy in B, cid contrad-
dice I'ipotesi. La proposizione e dunque dimostrata. o e

MFJ"\{.} ].__,f AlF e ({‘\rt {’u ' \"/; \/;) fo :L e by 1 A (f‘\OL ]{m\ r{m ‘/ z@("f{r ]-'”m} < 6@ (X){F\(ﬁq_i jf‘«"i?.n )
\,[p,u,ﬂ | i ;\ -}. e fua, e ) z 3

2. La nozione E{l completezza per uno Spazm pseudo metrico

successione di Camhy r()nve'}gcnte In realta e lecito qoq’rl‘rmre, in ques’ra deﬁm-

Cargal L0 l,_{

zione, le successioni di d&uc hy con le famighe ﬁltmntz di Cauchy. Sussiste infatti la
proposizicne seguente.

\(2 1) Proposizione. Per lo spazio pseudo metl ico (E,d), le due condizioni chel
iseguono sono.tra loro oqulva} 'pm _ T

(a) Ogm successione di Cauchy & convefgmte

!
i
i
i

g L e

(b) Ogni fanngha filtr ante di Cauchy ¢ t:onvelgqnt;e.'"”'d




Dimostrazioné Naturalmente, basta provare I'implicazione (a)=>(b). Supposta
dunque verificata la condizione (a), consideriamo una famiglia filtrante (1), di
. elementi di E che sia di Cauchy. Ci® vuol dire che la funzione numerica ¢ definita
| su I dalla relazione

3(s) =fsup{d (zsyay): tel, t s} per sel

cessione (Sn)n>1 di elementl di 7, tale che per ogni n, si abbia (5(3n) < l/n La
successione (s, ), -, ¢ di Cauchy. Infatti, per ogni coppia (n, &) d'interi strettamente
¢ p?sl:tlwl detto ¢ un elemento di J che segua entrambi gli elementi s,, e 5,14, si ha
(_;( a3 sl
d (Zs,s Zsppn) € A(Tsy, T} + d(zs,,,,7) < 1/n+1/(n+h) <2/n.

(oNeeR: el 48 Ay T S8,
Grazie all'ipotesi (a), la successione (z, }n>1 converge dunque verso un elemento y
di E. Fissiamo un intero n. Allora, per ogni elemento ¢ di I, con ¢ > s, si ha

dy,xe) <d(y,zs,) +d(zs_,71)
<d (y, iﬂsn) + (5[8,1)* (%’ Ve . bgaeﬂ:y'. gl [ ‘/""H{T;
{5 o Tod st panbe 0oy
Ne segue
limsup, d(y,2:) < d(y,s,) + 6(sn).
Poiché il secondo membro di quest’ultima relazione converge verso zero al tendere di n

all'infinito, cio prova che il primo membro & nullo, ossia che la famiglia filtrante (24 )eer
converge Verso y. !
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T 1. Spazi di Riesz e classi monotone

Sia F un insieme. Lo spazio R costituito da tutte le funzioni re&ll definite in E [’/‘Jf( £ 4 E/f foyf
sara sempre considerato come munito della sua abituale struttura d1 pazm vettoriale Lg#%{){m = ng o

orﬂinpato Con questa struttura, esso & uno (sga.zm dl Riesz completamente retico- * * ”ﬁ\ o |
enhtc:M fatti ogni famiglia non vuota di elementi di magglorati da un medesimo (C:E fﬁ t{i‘gj g :
elemento di RE, ammett corpe, estremo superiore r10 inyiluppo superiore. '
(Slem 11j ff.ﬁ} o Smme “E‘E El HH P. ;Pép o yl Ppo sup TR )-Si’at,lf{{’ﬂ')).
Ricordiamo le formu]e seguentl (che bO]‘lO vahde i , come in ogni spazic di -
Riesz):
(1.1) f=f-f, Ifl= f++f_(\ -
pp— . 4 “ J
(1.2) fva=Ff+(g-HT=3(f+9+ 19— Fl), ;
~ugr«m
(1.3) fAg==[NV(-alw f =Nt 4V )
(ot VY=~ fgiaenl) GV AR A
Ogni volta che si parlera, nel seguito, di uno spazio vettorlale di funzioni reah definite | ((AE Yiek im RE
in &, sara sempre da intendere che si tratti di un(s&tj; a,?;ig vettoriale ) Qia Y Vor0 (ol
XK LAl L vabeld A

{m ) il
un tal sottospazio. Affinché H sia uno spazio, di Riesz (o, le%l precisamen e un sot- “‘”/{] kg N

LA |§f \‘,‘ar\
tospazio di Riesz di R¥), ciot affinché # sia stabile ¥ per le due operazioni “reticolari” \/ dea fv

fmtfu! ,J o
(1.4) (f.e9)mfrg,  Foymfve, s
k (omo. g il ") (ot A i 0 ced
(occorre e)basta che H sia stabile per una qualsiasi delle tre operazioni seguenti: ( " T
pathls il (414
o+ — e
f'_> |f|$ f'_) f ' f'_)f . . '{‘!'1_'[!\" _i 4 A{ }
Cid risulta dalle relazmm 1.2),{(1.3 o + "
[—f‘,: Cabttorsinng, g Lo, 80 A s AR 1(94 ;‘) ;1(»41# )J (f 42 ( (/}?}’g /( B
(1.5} Definizione. Sia M una {Jarte di R¥. Diremo che M & m_tlﬁ_z_gt_q;f}a (oche Me . A7 )
una classe monotona) se essa ¢ “stabile per la convergenza monotona dominata delle - ‘ﬁf;

successioni”, nel senso che possiede le due proprietd scguenti:

(a) Per ogni successione crescente (fr)np1 di elementi di M, maggiorati da un
medesimo elemento di-M, si ha sup,, fr, € M.

(b) Per ogni successione decrescente {f}n>1 di elementi di M, minorati da un  {enw o o0d
( edﬁz?lmo elemento di M si ha inf, f, € M. B 4 e i 1 o)
it} WMy f FILIN ”T,n , 3 Ae ,;fﬂ{ . nuua S { /l[r4 J Qrisz ,(,J:E:(ui\ n € gl . ,‘J{ .y )

(«;L_.-,ﬁ) Osservazione. Se la classe monotona M ]stablle per le operazioni Tetico-

lari (1.4), allora essa & numerabilmente reticolata, nel senso che contiene l'invituppo !
superiore (risp. inferiore) di ogni successione ( fb(:f;;fs nOD necessariamente mono- |
tona, di elementi di M, tutti maggiorati (risp. minorati) da un medesimo elemento

dicA4: Cid risults dalle relazioni (coiduds )
EUpPy, fa= Supn(fl VooV fn)a inf, fn = inf'n(fl Ao A fﬂ)

. R il - . . 3 s ; -
%) u--'.,l{.'.r}“"vl-\_ LA RN ;TJ{ odr_zrr.l- ;'-;_m-qﬂa{’o.‘-\.{' A p’rcw)'(_ ‘11,,@_.,”.}?_\-@4)

’, oo e "K_".]‘:‘}
- . = £
{ ﬁ;;d.mumﬂ Cihier v K XeE
TE02g) S CEELR
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AR oK) = (el e X 00
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(1.7) Esempl (a) Se (E,£) ¢ uno spazio misurabile, la classe M(E) « costituita da o
tutte le funzioni reali misurabili su (E, £) e la classe M,(€) costituita dalle funzioni { }*L ERrG
limjtate e misurabili su (E,£) sono due esempi di spazi di: Riesz monotoni. ek gt

(ﬂ!gh ki i ALl o
{b) Se (E,£,u) & uno spazio misurato, lo spazio’ Cl (,u) costituito da tutte le __Q*"if":a'ﬂ ZI'LE:‘{L)}
funzioni reali integrabili secondo x € un ulteriore esempic di spazio di Riesz monotono. T R

f{,(:l

7
(1.8) Definizione. Data una classe # di funzioni reali definite in E, P'intersezione
di tutte le parti monotone di R® contenentl{?{ e la )mzmma, di esse (rlspetto alla

R g 4
relazione d’inclusione): la si chiama la classe mor tona genemta. da H, Ao o fdien, JHTST

(1.9) Osservazione Ne]le ipotesi della, definizione precedente, conveniamo di chia-

A]]ora 'se M & la classe monotona generata da H, ogni elemento di M & H-in-
quadrabile. Infatti la(clasge costituita dalle funzmm 'H mqua,drablh ¢ monotona e
contiene #, dunque M: Hoe gt ¢ Lde 3 A s 4 Ax ]

(1 10) Propusmmne Se H é un sottospazio Vettomale (risp. di Riesz) di R¥, tale};
_Z_e Ja classe monotona M generata da H, ciots Ak

Dimostrazione. Supponiamo che H sia un sottospazio vettoriale di RZ, e proviamo
che lo stesso accade per M.

(a) Fissato uno scal?,re o, mostriamo che M & stabile per 'operazione di molti-
plicazione per a. Basta per questo osservare che la classe

{fERE ; ostM}

¢ monotona e contiene H, dunque M.

(A rl“fé.-f 3 R - dniad

(b) Mostriamo ora che, per ogni elemento J di H, la classe M & stabile per
Voperazione g — f + g. Cid risulta dal fatto che la classe

{gERE : f+g€e M}

b nmnqi ona e contiene H, dunqjue M.
/(0 AR ] J-( 1750 < G

(¢) Partendo dal risultato appena ottenuto, e ripetendo lo stesso ragionamento, si (¥« (/) A
prova che, per ogni elemento g di M, la classe M & stabile per I'operazione f +— f+g. 4o 16 { 41y ind

S1 vede cosi che M e uno spazio vettoriale. Se poi si suppone che H sia uno
spazio di Riesz, allora, per provare che lo spazio vettoriale M & a sua volta uno
spazio di Riesz, basta verificare, con un ragionamento simile a quello lmplegate nel .
punto (a), che M & stabile per Poperazione f — 7. r1 [r_’f*'ﬂ{ €44 EgTe s b e

i

(1.11) Definizione. Data una classe #H di funzioni reali definite in E, si chiama
tribw generate da H, e si denota con 7 (), la minima fra tutte le tribl F su E che ...

“rendanc misurabili le funzioni della classp H”, cioe che VCI‘]ﬁCh]I]O (con le notazmn:
di (1. ?)) I'inclusione M(f) oM B A E- (m. fote oy AL M, ] ML -t
oM & a4

2 s E }
r o{ ot 51( o F b et i Qf P ber T o b f'. J;d gy
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2. T'teoremi delle classi monotone

) %
(2.1 Teorema. Siano dati un insieme E e uno spazio di Riesz monotono M,

costituito da funzionj limitate su E e contenente le costati:- -5 'ponga
g &E—}EF{L{CF{E ‘(fm,x ,uh{h‘i iy

2.2)"* £ {AE’P(E) Ta € My,

- Valgono allora (con le "gllotaz;om di (1.7) e (1.11}) le affermazioni seguenti: '_
(o) € & tribi i B (oo WATHED Ty i e o o o nff|
(b) M = My(£). (i Lokt € € (5 B CEY)
M Ee=TML 757 Mt = Hyeman

- i (f -)
Djmostrazmne Dalla relazione (2.2) che definisce £ risulta che I'intero insieme E (J‘T[ A
appartiene a £ perché la sua funzione indicatrice, ossia la costante 1, appartiene, per /Tp:4-F
ipotesi, a M. Cosi pure, se A & un elemento di £, allora anche U'insieme A {comple- %Iw\”' - i _'Ifﬂm)f
mentare di A rispetto a ) appartiene a £: infatti la sua funzione indicatrice, essendo " (s |
eguale a 1 — I 4, appartiene a M. Infine, se A & Punione di una successione {Ay,)n>1
di elementi di £, allora A appartiene a £ grazie all’eguaglianza I4 = sup,, /4 e al
fatto che lo spazio di Riesz M & numerabilmente reticolato (si veda (1.6}). Si & cosi
provato che £ e una tribl su .

A

- Sia f un elemento di M. Allora f & misurabile su (F, £) grazie al fatto che, per

ogni numero reale ¢, si ha F Ve, 4 HGiowoe]) = EiﬁW‘EEJ(H »
35.‘;”‘ ;jrﬂ\g)a' '
I{f>c} = 8UPy>1 [1 A ﬂ'(f ) } € M. A Uyt g gl )

(ﬂufr i o K= ,,rM‘ auih A e g2 40 s b St GBI AS b
Inversamente, ogni funzione sem{pli?e su (l% &) a.ppartlene a M come combinazione (M e gfﬂi
{ wnigerad L
lmeare finita di funzioni indicatrici di elementi di £ (e dunque come combinazione li- -4 ¢ ¢ ay 31
neare finita di speciali elementi di A). Di conseguenza, anche ogni funzione limitata e f/h\ﬂrw T M)
M"UU‘(* (> (i ,(5)% 'y
misurabile su (¥, £) appartiene a M in quanto inviluppo superiore di una successione A 3\ A j

crescente di funzioni {semp}lcl su (E,£). IJ eguaghanza (b) € cosi dimostrata.

- Infine, per provare 'eguaglianza (c), basts SHEsTvare che, per ogni tribhi F su E, (14 4 & R C0Y)
vale (grazie alla gib dimostrata eguaglianza (b)) la seguente catena di equivalenze

FOT(M)E M(F)> M
& M,(F) D My(£)

©FDE O
Idedt, Tae 4 08y Ly

(2.3) Definizione. Dato uno spazio misurabile (F,£), una base per la tribu £ e
una parte 7 di £ che possieda le propneta seguenti:
|

{a) La tribh 7(Z) generata da 7 coincide con &, D)= &
(b) Z & stabile per l'operazione d’intersezione di due insiemi: A, 8¢ 0% Anft ¢ O
{¢) L'intero insieme F & unione dl una successione di elementi di 7: 2 {Awke, 0 D 1 F =\ JAn |

{Ez R ‘“—5 ‘3 ERAN! E}XJZJA"'/C; 3 ﬂ{*ﬂ\m Jniog Ao Jf) :
A - U An (A Anda) Y

ol
(jr {u, i Jsff"l b{ g’) ) 3 FAETIR:! wm '\ . é.ji \T ) (iuz)"ﬂ e Jin* ag Lt I
f._ﬂ-'io)1 el o) . ‘)j l‘u‘{_ 1—{\ By ,,n}\ !l‘}" r_rS 'A‘“X (Q Y, r‘\(\ E() ] ) ) ,Jhl) {- 60, e_}] \ \\4\ {_ 73, Ui _}

A
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Una base 7 per la tribu £ si dice poi Specmie se per essa vale il seguente rafforzamento
della proprieta (c}): { ot s 3 AQit

’) L’intero insieme E appartiene a 7.
&

% (}fr‘:f.\h RO EDY {oahla i x,n\,s«v (E: (’ .r){o“q SaJ':rv SR U 'fi ol by L\f,”.’)'j

yd meifahdd /’trrp\n gl ek T, i dirophedate E ) fl i - R P Ly i def .

)i

» }1 tﬁ;orema seguente si rlvgla Spesso piu utile del Temema £2 1) cadolle erienannnd
\ (2.4

G T

(4 Lﬂ}

)-f'Teorema Siano dati uno spazio misurabile (E S) una base speciale T per

la tribu £, e uno spazio vettonafe le menotono L di finzioni reali su E, con

@25 R LI ATyl

fpan Bl M D
Si ha aIIoES LD Mb(é')

Dimostrazioné Denotlamo con R lo ‘?-]‘)aZJ(_) vetton_@_le generato da {I At Aed },
e proviamo che esso & unc spazio di Riész. 6sserv1amc mnanzitutto che, essendo
I'insieme {I4 : A € I} stabile per la moltiplicazione, tale & anche K. Sla f un
elemento qualsiasi di R. Allora f si pud mettere nella forma f = > . ;aila,,
dove (A;)icr & un’opportuna famiglia finita dj }elemenh d} 1 e gli a; sono opportuni

ol 1T 5 pl,

numeri reali. Per ogni parte H di I, poniamo

B = (nfEH Ai) N (ﬂje}\H A;) - (;.@’ ;
Si ha allora
I 7= (HiEHIAi) i (H JCI\NH (1 IA ))

Inoltre gli insiemi By sono a due a due disgiunti, e Sl ha

f= EHE'PU) bHIﬂHf:r con by = ZéEH ;.
(€
Ne segue
= ZHE'P(I), by >0 buly € R.
PO
E cosi provato che R & uno spazio di Riesz. Denotiamo ora con M Ia classe monotona
generata da R. Allora M & il minimo spazio vettoriale monotono contenente 1'in-

sieme {I4 : A € T}. Tenendo conto di cio, & facile riconoscere che valgono le due
relazioni seguenti: '

(2.6) LOM,  TM)=¢

Per provare la prima, basta ricordare che, per 1potes: £ & uno spazio vettoriale
monotono Contenente I'insieme {I 4 A €T } Per provare la Seconda basta osservare

seguente cakena di equivalenze:
FOTM)& M(F)oM
& M(F)d{la: AT}
<« F DL
Ay Aud s

S FDE

(dove I'equivalenza finale & dovuta al fatto che, grazie alla definizione di base, la
classe d’insiemi Z e, in particolare, un sistema di generatori per la tribla £}.

“

(ot §, - j ZL\"kff_AK |mzd ot d Ay L}{

(’\/\g)cd\

A, "t
wey

: : 12 s adr

il o



| D’altra parte, M & uno spazio di Riesz monotono {si veda (1.10)) contenente le
ﬂ costanti e costituito da funzioni limitate, in quanto R-inguadrabili {(si veda (1.9)).
Grazie al Teorema (2.1), si ha dunque

(2.7) M = My (T(M)).
Per concludere la dimostrazione, basta osservare che da (2.6) e (2.7) discende

LM =M A{T(M)) = M(£). D

Come esempio di applicazione del teorema appena dimostrato, proviamo ora un im-
portante criterio per la coincidenza di due misure.

é (2 8) Teorema. Siano 4, v due g;gum_ﬁmte sullo spazio misurabile (E,£) e sia I (=> ch{il;\ €

-una base speciale per Ja tribu £. Si supponga che le due. misure v COJI]CIdaI]O suZ. LN n Len )y
Aﬂora esse sono identiche. : -

f:ﬂ_r:!%{ 5 g B E 3
Dimostrazione. Poniamo £ = {f e LYpyn L) [fdp= ffdr/}. La coinci-
denza delle due misure p, v su 7 si traduce allora mediante 'inclusione (2.5). Grazie
al Teorema (2.4), ne segue

LD Mb(s)__fg_____:{i atA€f}

e ¢id significa che le due misure p, v sono identiche. ]

1l criteno appena dimostrato puo essere esteso nel modo seguente

et

i jy T ’

it (2;9) Te?}:erga . ﬂ.%]{aﬁno 1, v due misure (non necessariamente finite) suﬂo spazio
% Tead it AT AT
nsura 1le (E fj e s1a L uns, base . base per Ia tribu &, Si supponga che le due misure p, v

%ﬁ r,omadano e SI&.DO ﬁmtc su c;ascun elemento di I Aﬂora esse Sono Jdeatjebe :

2
¥

R

fffffff

Djmostrazmne Sla ( n)n>1 una successione di elementi di Z la cui unione coincida
con I'intero insieme E. Poniamo, per ogni 7, (¥nes Ak, Ao e C"é)

={ANE,: A€t} Iﬂ:{AﬁEﬂ:Aef%.”,[h

| Allora £, & una triblt su E,,, ammettente Z,, come base speciale. Denotiamo inoltre
COL ln, Vy le restrizioni delle due misure g, v alla tribt £€,. Per ogni n, poiché le
due misure py, vy, sono finite, e coincidono su Z,,, esse sono identiche( grazie a (2. 8)} { onve, {fu s )

A

E facile dedurne che le due misure 1, v sono identiche. A questo SCopo, assegnato un
elemento A di £, poniamo, per ogni n, A, = AN E,. I’insieme A & 'unione deghi
insiemi A,,, ma qucsti non sono necessariamente dnglun'El Tuttavia, se si pone ( { 9,

<&
n = Ap N (U1<k~<n Ak) 3
(= Aw YA A
si ottiene una successione (By)n>1 4’ insiemi a due a due dng}UIlt_l, con B, € &, per |
ogni 7, la cui unione coincide con, A Polc,hé le due misure 1, ¥ coincidono su ciascuno |, \.-
degli insiemi By,, csse Commdono su A ¢ cid conclude la dimostrazione. ]

I"

: T”"" (’E ?K) \/F cE, & {/\nf“ f/\ECfS < g & me fuike Eo ( S fwwo B o B L

._r"
H' m(y( % f{[’jr_) " {'“ - L Cam gined et O qu g,_)) ) y {& Lft‘?f f) e [i“ i
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Famiglie di variabili aleatorie

1. Blocco di una famiglia di variabili aleatorie
(1.1) Definizione. Sia data una famiglia ((E;,& )) di spazi mlbumbﬂJ[ ﬂf Qﬁ)

(a) 11 prodotto cartesiano della famiglia d'insiemi (E;);c; & Uinsieme costltmto
da tutte le famiglie della forma (z;)ics tali che, per ciascun indice 1, il termine x; sia
¥ R - -
un elemento di E;. Esso si denota con H E A angi 5 ad V(n,e,L yEis b

{b) Per ciascun indice j, la pmzezwne eanonica di indice j, relativa alla famiglia
d'insiemi (Fy)ier, €U apphcazlone & che, ad ogni elemento (z;):e; del prodotto carte-

siano [, ; Ei, associa x;. 55 --__—H‘ ] £ s E—.».’ \ b oseclt. nenigo /{,, b

tEI

(c) La tribu prodotio della fam]gfla & tﬁbu (5 )ies & la minima tribusu [[,., E
che renda misurabili tutte le proiezioni canoniche o, in modo equivalente, & la minima
tribll su [[,¢; Bi che contenga tuttl g]} insiemi de]la forma {f; Aj}, con j € 1

e A€E; Bow 53 denotacon@ 1.6y 4w &0 Wi B EE r'( (f
CC“l i’fl' l-"“ 3 /L\t - E ‘l‘l relnt EF_: rvmwi 9“:,:,»: =—‘L €& 3 &(fa". ;’,,r 1. {E} }{“ ‘)H;l

FE

(1 2) Defgmzmne Nele ipotesi della definizione precedente, siano (1_1@ uno spazio
|pr0bablhzzafbo (2, A, P) e una famiglia {X;)ies di applicazioni, tale che, per ciascun
indice i, I’ apphcazmne X; abbia {2 come insieme di partenza ¢ E; come insieme d’ar-

rivo, )( ¢ r
{a) Il b locco della famlglla di apphcazm]:u (X Yiez &0 apphcanone dl Q in H

tEI

denota con- [Xi}ies. Nel caso partlcolare in cui l’msmme I deglx md1c1 sia ]’ms'leme
L. RNt . . ,
degli interi compresi tra 1 e un fissato mtelo n, si usa anche la notazione [X;|i<i<n

oppure [X] yeoeo ,X . {)ni im,{x}:;ﬁfm@g , )g/; £ [X 1 e Ry 5

(b) Per clascun indice j, lapphcazmne X; si chiama la componenie di indice j
del bloceo [X; ]mg& R sl ok "v'/*a ¢ I X, 5 X bier (Lf\)‘eﬁ\ 1r-. \ﬁ )
P o l\“]af fw)r{j
(1 3) Proposizione. Nelle ipotesi di (1.2), le condizioni che seguono sono tra lore7 | 5 i+ - e
eqmvalcnm .

valori in (EJ,S )

A (b) Il blocco [X;];e; & una variabile aleatoria su (2, A) a valori nello spazie .
~misurabile -

n (Ilier Bs: @ier &) - -
(fb] Z0my  Awiidl N by Y et . (/ 25 e A ]1) - { \l ’(;\W“:
\\/\ (E)([‘ b l/ ,»‘) ") Lo \\,q;h.frﬂ{ ciwt & gt B 1‘_)[/_ \f Yo s S ‘ﬂi\ N :)E_JH
(1.4) Definizione. Nelle ipotesi della proposizione precedente si suppongano sod-
disfatte le due condizioni equivalenti (a), (b), e si denoti concisamente con X il (o X
blocco [X;)icr. Allora la legge di X secondo P, ossia la misura immagine X[P), sl
chiama anche la leg@__c_gjr_agﬁmm della famiglia (X Jies (0, pitt familiarmente, la legge

congiunta delle X;) Essa & una misura di probabilita sulla tribil prodotto ¢, &i. %

\

1 .
{M "6 /\ Ui e A \ J e s (1T E N AL Ty -J{' ¥

C oA .
. .. . 4 AR S b
;r{l.,i CQQl ) m»-{l e a0 ) L'j’-a VAN - { : A

i
i
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(1.5) Osservazione. Nelle ipotesi della definizione precedente, per ciascun indice j,
essendo X; = £, 0 X, si ha ‘

Xi(P) = &(X(P)),
ossia la legge di X; & 'immagine, mediante 1a prmezmne canonica £;, della legge
congiunta delle X;.
(& opval ot KP4 g giedii L X f\[w’(/\ iy = / X e A1) H @ g ,,.g,{ oid
~ (1.6) Osservazione. Nelle lpOtBSl di (1. lj sia data; sulla trlbﬁ prodotto ®i€] &,
un’arbitraris misura, normp‘hzzgt\a v. Allora ¢ sempre possibile costruire uno spazio

( Win
probabilizzato ((2,.4, P) e, su di esso, una famiglia di variabili aleatorie la cui legge

congiunta sia . Per questo, basta prendere {) eglﬁﬂémal prodotto cartesiano [, ; E;,
la tribi A eguale alla triblt prodotto ;e &i, la misura P eguale al]’asqegnata
misura v, e considerare la famighia (¢;);er delle proiezioni canoniche. Infatti la legge
congiunta di questa famiglia, ossia I'immagine di v mediante il blocco [£;];¢7, coincide
con v per il semplice fatto che il blocco [¢;] 7 non & altro che Papplicazione identica
del prodotto cartesiano [[,

(\ oo ! ,{\ o kj i

= [Py R I T
2. Famiglie di variabili aleatorie indipendenti

(2.1) Definizione. Sia ((E?,Sa,p,%)) ;e una famigha di spazi probabilizzati. Una
misura v bulla tribu ®%€I 8 8i chlama una misure: odotto della famiglia {g;)ier

insieme degli indici e tale che, per ciascun elemento j dl J, lmsieme Aj appartenga
alla tribu &;, ha luogo la relazione

(2.2) v (Myest&s € A453) = Tlies 150A5)  eomy

(dove ¢; denota la proiezione canonica di indié.é..j, cosi come definita in (1.1)(b)).

! LN
it (2.3) Teorema. Nelie ipotesi della definizione precedente, BSJSfF unan e una Sc)}aj

¢ misura prodotto della famiglia (pi;)icr.

(2.4) Notazione. Nelle ipotesi della Definizione (2.1), I'unica misura prodotto della
famiglia (4;);es 81 denota col simbolo ®ig_ it; Nel caso particolare in cui Pinsieme [
degli indici sia 'insieme degli interi compiesi tra 1 e un fissato intero n, si usa anche
la notazione Q) «,.,, ti OPPUIE i1 ® ... & fin.

(2.5) Osservazione. Nelle ipotesi della Definizione (2.1), si denoti con v la misura
prodotto ;. ; #i. Allora, fissato un elemento 7 di I, se B & un arbitrario elemento
di &;, la relazione (2.2) nella quale si prenda J = {j} ¢ 4; = B, si riduce alla forma

v{&; € B} = uy(B).

Per Parbitrarieta di B, ¢id prova che 'immagine della misura prodotto v = @), i
mediante la proiezione canonica &; coincide con p;. In formule: &;(v) = py, eved

kS (Q{’CM CJ - 2

Fey



:(2 6) Definizione. Su uno spazio probabilizzato (22, A, P} sia {X; )1(__‘1 una famlglla, _
di variabili-aleatotie (non necessariamente a valori in un medesimo spazio misurabile).
Si dice che essa & una famiglia di variebili aleatorie indi dﬁnm 8¢, ]a sua legge
conglunta nel senso di (1.4}} & una misura prodotto (11

("(f’“" o 543“ (Hf: O?J(;‘) FARP. SR ,(tf Al Y= @u.“}

(2 7) Osservazione. Nelle ipotesi della definizione precedente, se la famiglia (X; )“51
¢ una famiglia di variabili aleatorie indipendenti, allora la sua legge congiunta v
pud essere espressa in un sol modo come come misura prodotto: precisamente, gues-
¥t'unico modo consiste nell’esprimere » come misura prodotto della famiglia (y;);er,
dove p; denota, per ciascun indice 4, la legge di X;. Per provare questa affermazione,
denotiamo concisamente con X il blocco [X;]icr. Inoltre, per ogni indice ¢, denotiamo
con (B, &) lo spazio d’arrivo di X;. Supponiamo che si abbia v = @, ; ft:, dove
sia (per ciascun indice i} un’opportuna misira di probabilita sulla tribu &;. Allora,
essendo X; = &0 X, si ha

Xi(P)=&v) =1y

(dove I’eguaglianza finale discende da (2 5)) L’affermazione & cost dimostrata.

gp_m;o L (Koot -mfh--(\ o ’—} Xk (P = 07_[))( {93 S A o oo ;)“‘HD( €A HH)()CAJ 1
Ui .'K(Ulr t\ A Cgartey QE [

na coppia ﬁl va.llablh a‘leatorle 8i pud vedere come una speciale f‘amlglla dlw

variabili aleatorie (avente come insieme degli indici un insieme costituito-da due 1"51 :
elementi). Il concetto di famiglia di variabili aleatorie indipendenti contiene dunque, & \( NP
come caso particolare, quello di coppia di variabili aleatorie indipendenti. Siriconosce | (/ ; J"ré'( “
Hm“ﬁ?d\]atamen‘ne che, se (X,Y) & una coppia di variabili aleatorie indipendenti, tale &) o Lo Ao

X \{ i ( Py X & anche la coppia (Y, X). Si dice allora, in modo pill simmetrico, che le due variabili MW Kﬂf“”'“’f‘
/ .. aleatorie X, Y sono trefore indipendenti. Questo concetto si riduce a una banalita nel

\¢ caso di una coppia di variabili aleatorie tra loro eguali. Sussiste infatti la proposizione

seguente {(di dimostrazione immediata). N YR E_{{;} (A)geron A (f‘-%t;'}efﬁ]- o L

yﬁbﬂ%u

i

4

(”{/ﬂ (] {\.‘) (.JK"IJ" 1 ll\(/)l\_ ) W ,-p{;[{f
AR ;.\‘ /\(; 8). Proposmlone Su uno spazio probabilizzato (), A, P) sia X una variabile [

=

S
‘.]l(r <|1 \ ;_..

o aleatoria a valori in uno spazio misurabile (E,£). Le condizioni che segnono sona tra (xf DKo (]
,/j loro equivalenti: (e Had rl fj;] v k )
i (a) La coppia (X, X) é una coppia di variabili aleatorie indipendenti ' :
}j ( b) La Iegge di X & degenere, ossia non prende chc i valori D e 1. {ech ,X tU(r veduasd
A (\/r't{é,_@ KeAl = PliHeAln XCM:)—I'E/O"\ Ee N Aed PiXe Al ¢ o4 '
RN
3. Successioni stazionarie

(3.1) Definizione. Su uno spazio probabilizzato (€2, A, P) sia (X,,)}n»1 una succes-

sione di variabili_aleatorie a valori in un medesimo spazio misurabile (£, £). Deno-

teremo con EN il prodotto cartesiano di una. successione d’insiemi tutti eguali a E|

e con £ 1a tribll prodotto di una successione di tribi tutte eguali a &. Denoteremo

concisamente con X il blocco [ X, ]n>1, che, grazie a (1.3), potremo considerare come

una variabile aleatoria a valori nello spazio misurabile (EN £8N ) Denoteremo

inoltre con. 9 1?apphcazwnc(mlbura,blle)dl qucesto spazio misurabile in gé che, ad ogni

‘(9’(1/\! {A'*}) \153;,63\!’E—)
' 3 [—\)/ﬁx'{ o "‘/G’\‘f’*-ﬁl
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elemento (z,)n»>; di EY | associa I'elemento (Tnt1)n>1. Chiameremo @ I'operato-
re di shittemento. Cid posto, diremo che la successione (X, )p>1 & stazionarin se il
blocco X ¢ isonomo al blocco 8o X 4. ( LMAAY = Peix, rf{‘z mrﬁ“iua{ i
("Cm*c“ 8 A" X - Ixm-um]mn 5 {"”}'l...\}:%} e, t

(8.2) Osservazione. Nelle ipotesi della definizione precedente, si denoti con v la
legge congiunta delle X,,, ossia la legge X(P) del blocco X. Allora il blocco § 0 X
(ossia il blocco [ X, 1]n»1) ha come legge la misura 4(v) (immagine di » mediante ).
51 pud dunque dire, in modo equivalente, che la successione (Xa)n>1 & stazionaria se
la sua legge congiunta & invariante per Ioperatore ¢ di slittamento.

(ﬁfr’)‘.'l.')l;fﬁ Cwckle Z0 (O AV -EEY @aesy Xan X Y 4 )

(3.3)'£roqosizipnel Nelle ipotesi della Definizione (3.1), consideriamo le condizioni |
ang el el gy ") )

seguent):

A

(a) La successione (X, )p»1 ¢ una successione di variabili aleatorie indipendenti

. e
sonomef o oo 5

(b) La siccessione (Xn)n>1 ¢ stazionaria.

(c) Le variabili aleatorie X,, sono tra loro isonome,

Valgano allora le due implicazioni (a)=> (b} e (b) = (c) Nessuna di queste pud cssere
invertita. '

Dimostrazione. (a) = (b): Tenendo conto dell’Osservazione (2.7), si vede che la con-
dizione (a) equivale al fatto che la legge congiunta i delle Xn sia il prodotto di una
successione di misure, tutte eguali a una medesima misura di probabilita u sulla

tribtt £, E immediato verificare che una tale misura prodotto & invariante per 'ope-
ratore # di slittamento.

(b)=>(c): Si supponga che la successione (X, ),»1 sia stazionaria. Allora, ra-
gionando per induzione, si vede che, per ciascun intero k strettamente positivo, la
legge del blocco [Xn]n>1 & eguale a quella del bloeco [Xntkln>1. Ne segue che la
la variabile aleatoria X; (ottenuta componendo il primo di questi due blocchi con
la proiezione canonica di indice 1) 2 isonoma alla variabile aleatoria X 1+k (Ottenuta
componendo P’altro blocco con la stessa proiezione canonica).

Per provare che I'implicazione (b)= (a} non & sempre vera; basta pensare ad
una successione i cui termini siano tutti identici a una medesima variabile aleatoria
non_degenere (cioé la cui legge non sia degenere). Una tal successione & banal-
mente stazionaria, ma non & una successione di variabili aleatorie indipendenti (si

veda {2.8)).
Per provare che I'implicazione (¢)=(b) non & sempre vera, basta partire da
una successione (Zp)n>1 di variabili aleatorie indipendenti, isonome, non degenert,

((’.‘.\' <\‘-.r-lf‘- :_‘_"»gii'
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e costruire la successione (X,),>1 nel modo seguente: it Gk 5 7573

X1 =2, Xnt1=2, pern> 1. rt
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d1 variabili aleatorie {a valori in spazi mlbura})ﬂl nJon necessaxlacmente eguali tra loro),
avente come insieme degli indici un arbitrafio insieme infinito . Per ogni parte J
di 7, si ponga

'T(X C1 € ) (b e b e SHLl Voo i !-'1.,\*335{{;(
LTIy

i-fimite d] I, e si ponga ) &
SEAGNTE R PG 30M T

G

Si denoti inoltre con ‘H I'insieme del]e pa

( ot S La tribu 7}, cosi definita si chiama.. AL ,;}E (re]a11;1"vé. all'assegnata famiglia
TR VUG ¢ variabili aleatorie). Una va‘rlablr aleatoriH (a valori in un arbitrario spazio misu-
U :\> K “( rabile) si dice poi terminale sc ¢ misurabile rispetto a 7 (cioé rispetto ad ogni tribu - ¢ e
RN IREZ™Ns 1 della forma .7-}\;;, con H € ). Infine un.evento si dice terminale se appartiene a T P

K) w & ) {0, 16 ch’® lo stesso, se la sua funzione indjcatrice tPrmlnale) fiss, . gt

A

e (/ €4 5(\ )2 Esempio. Sia (X;);e; una fam1g11d infinita numerabile di variabili aleatorle reali,
e sl ponga |
A= {Tee, X < o5},
Allora 1’evento A cosi definito & terminale (relativamente all’assegnata famiglia). In-
fatti, se H & una parte finita di I, si ha
A= {EieI\H ]Xi| < oo}. (ﬂ,n,,\__(_,,. & et \1 /J.A 1/ )

ga :
Z =lImmfpsee Xn. ﬁme{\wlathm%ﬁ}H”mrwn

Allora Z € una variabile aleatoria terminale (reiat ivamente all’assegnata successione).  fuifi 1y
Infatti, se H & una parte finita di N*, si ha -

Z = lim infﬂqm ngH Xn-

; P
Crdgs e oo iy fluq/\“_)

(4 'Teo'r.ema. (Legge zero ~Uno d: K@!_m@ger@v) Nelle 1potes: della Deﬁmmone 1, 31

Allora la tribli terminale ad essa relativa & dege;mre ossia ogni evento temnnaie ha .
probabjhta eguale a 0 0 a 1. Di conseguenza, ogni variabile aleatoria terminale & g
¢ degenere. _ ,i .

Dlmostrazmne* Adottlamo le notazioni della Definizione 1. 5i ha allora T C Fr.
Dunque, per dimostrare che 7 & degenere (ossia indipendente da sé stessa), basta
provare che 7 ¢ indipendente da F;. Per far cio, il criterio per lindipendenza da

un blocco (nella sua formulazione in termini di tribi1) permette di ridursi a verificarc

che T & indipendente da ogni tribu della forma Fg, con H elemento di H. A questo

scopo, fissato H, basta osservare che, per la supposta indipendenza delle X;, le due
Jtribt

Fu, Fnn

"+ sono tra loro indipendenti e che, per la definizione stessa di 7, si ha 7 C FI\H. n

1
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I lemmi di Borel-Cantelli

1. I due lemmi

(1.1) Primo lemma di Borel-Cantelli. In unc spazio probabilizzato (2, A, P)

sia data una successione (Ay)yn>1 di eventi, con
En21 P(A,) <joo.

- Allora Pevento ]u"n sup A R tra,scura,bﬁe _

Dlmostmz:one. Per ogni n, denotiamo con X, la funzione indicatrice di A,,. Si ha
allora

P [Engl Xn} = Y np1 PlAn) < co.
Dunque la variabile aleatoria numerica En>1 X, & integrabile. Ne segue che essa

lim. supn A ) e trascurablle {

(1. 2) Secondo lemma dl Borel-Cantelli. In uno spazio probablhzzato (22, A P) z

sia data una successione (A, )n>1 di eventi, con

(13) Tz1 PlAn) = %0

fegisee

Allora I'evento limsup A; & qua&b eerto

Dimostrazion e.' Per ogni n, denotiamo con X a la funzione indicatrice di 4,,. Poniamo
inoltre S, = 377, X;. L'ipotesi (1.3) fornisce allora

PISal = D0y PIX] = Sy PUAy) 1 oo

Si ha quindi, per n abbastanza grande, P [S,] > 0. Senza ledere la generalita,
supporremo che cid accada per ogni n. Poniamo allora Z, = S, ./ P [Sn] e mostriamo
che la successione (Z,)y>1 converge in £?(P) verso la costante 1. A questo scopo,
osserviamo che, essendo P [Z,] =1, si ha

(1.4) P [(Zn — 1)?] = Vit [Z,] = (P [Sn])" 2 Var [S,].

D’altra parte, essendo le X, bernculliane e a due a due indipendenti, se si pone
p;=P{A;), ¢;=1—p;, si pud scrivere

VMB] = Y Var [X;) = S0 505 < Sy ps = P[Sa].

1

(XY i ¢ LR Vo X141 = e U Y]

-'\ “/ / [ (‘Pjr {’g;f_\,‘_ﬁ "‘~ x{ \Ltvfrf ‘.
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Dalla relazione (1.4) discende dunque
P(Z - 1] S (PS.)T = 0.

E cosi provato che la successione (Zn)n>1 converge verso la costante 1 in L2(P), e
quindi anche in probabilita. Ne segue che esiste una successione strettamente crescen-
te (mk)k d’mter:]),L tale che la successione (Z,,, ), converga verso 1 quasi certamente.
Per quasi ogni w, si ha allora, al tendere di k& all’infinito,

Spag (W) ~ P[Sn, ] T oo.

Cid prova che 'evento {sup,, 9. = 00} € quasi certo. Poiché questo evento & identico

all’evento {an X, = oo}, ossia all'evento lmsup,, A,, asserzione & dimostrata. 1

(1.5) Osservazione. Nella sua formulazione originaria, il secondo lemma di Borel-
Cantelli era enunciato per una successione (A,), di eventi indipendenti. La formu-
lazione {1.2} sopra dimostrata, nella quale questa ipotesi & sostituita dall'ipotesi pita
debole dell'indipendenza a due @ due, & dovuta a Erdos e Rényi.

(1.6) Osservazione. Nel caso di una successione (4, ), di eventi indipendenti, la
legge zero-uno di Kolmogorov permette solo di affermare che Pevento lim sup,, An,
essendo terminale rispetto alla successione (X, )n delle funzioni indicatrici degh A,,,
& degenere, ossia ha probabilita eguale a 0 0 a 1. T due lemmi di Borel-Cantelli si
possono considerare come un'utile precisazione di questa dicotomia.

2. Due semplici applicazioni

Come esempio di applicazione del pnmo lemma. di Borel-Cantelli, vogliamo ora
esporre una dimostrazione del Seguente "¢lassico risultato {(del quale ci siamo sopra
serwtl per dlmostrare il secondp ]emma d1 Borei Cante]h) N
(2.1) Teorema. Sullo spazio probabilizzato (2, A, P) sia (X, )n>1 una successione di
variabili aleatorie reali, la qua]e converga in probablhta verso una variabile aleatoria

NAVEY
reale X. s /-

AHOla é poss;rbjfe estrarre da (X ]n una settosuccessione che converga verso X
quasi cgrta.mente R
"

o I
Djmostrazmne Sfruttando I 1p0t931 dl convergenza in probablhta e posmbﬂe costrui-
re (per induzione) una successione strettamente crescente (mg)r>1 d'interi, in modo
tale che, per ogni indice &, si abbia '

Mf'“ﬁ\j‘wJWw“‘"‘“j

P{{Xm, —X|>1/k} <275

2



Allora, gr?zle al pmm@ lemma di Borel- Cante]ll Pevento
Cilihees o SRESIE Wl wTATIL O &4ty :, q:fn

lim supy, {| Xm, — X| > 1/k}

& trascurabﬂe Dunque il suo complementare, ossia l'evento

c\:P,J

lim infg {| Xm, — X| < 1/k},

& quasi certo In ogni punto w di quest’ultimo evento, la successione (| X,m, — X|)y,
essendo déefinitivamente maggiorata dalla successione infinitesima (1/k), & a sua
volta infinitesima. Dunque la successione (X,,, ), converge verso X quasi certamente.

Come esempio di applicazione del secondo lemma di Borel-Cantelli, impieghe-
remo ora questo lemma per costruire yna Successione di variabili aleatone la quale
converga in probabilitd, ma non quasi certamente. A questo scopo, osserviamo che,
mediante lo schema delle prove 1nd1pendent1 possibile costruire uno spazio pro-
babilizzato (§2, A, P) e, su di esso, una successione (X,,),>; di variabili aleatorie|
indipendenti, a valori in {0, 1}, tale che, per ogni n, la variabile aleatoria X,, ab-i
t bia legge di Bernoulli di parametro- 1 /n La successione cosi costruita converge mé
L (P}, e quindi in probabilita, verso 1a costhnte 0. Tuttavia essa non converge quasi
certamente verso 0. Infatti I'insieme costituito dagli elementi w di 1 tali che la suc-
cessione (Xn(w)) non converga verso 0 & identico allinsieme lim sup, {X, =1}, il

guale, grazw a] begond&«lemma di Borel-Cantelli, & un evento quasi certo.
(A’_ af w TS /Ir‘ {T)-j
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1. Definizione di speranza condizionale (Q il

Lasperanza condgl\zlenﬁale s ((O 9 e

y ;J“) .

Supporremo f ﬁssa/h uno spazig probabilizzato (2, A, P) e una sottotribl F di A.c4.- o 4.

Tutte le variabili aleatorle considerate saranno tacitamente intese, se non diversa-
mente specificato, come variabili aleatorie su (€2, A, P). Inoltre le variabili aleatorie
misurabili rispetto alla sottotribli F saranno di preferenzs denctate con lettere del
tipo U, V, W. Ci sara utile Posservazione seguente.

(1.1) Osservazione. Se v & una misura su A, e se u denota la sua restrizione
a JF, & possibile vedere i come I'mimagine di v mediante 'applicazione identica di §3,
considerata come applicazione (misurabile ) el)ﬁo E?amo (2, A) nello spazio (9, F).
Pertanto, grazie al teorema suill'integrazione rlspetto a una misura immagine, se U
i & una variabile aleatoria reale misurabile {rlspctto a ]: }lntegrablllta di I/ rispetto

‘a v equivale all’integrabilita di U rispetto d i3 Inoltre, se queste due cond1z10n1
“equivalenti d'integrabilitd sono soddistatte, si ha [ U dv = f Udp.  (olodrefa s

Ricordiamo che, per la tribu F, una ba\f'.\s_‘e ¢ un blSteIIld- dl generatori 7, stabile

per operazione d’intersezione di due insiemi, tale che 'intero spazio {2 sia unione
di una successione di elementi di 7. Ricordiamo inoltre il seguente criterio per la
cotncidenze di due misure: se 7 € una base per la tribn F| allora due misure su F,
le cui restrizioni a J coincidano ¢ siano ﬁnite, sono identiche.

T (1.2) Definizione, Una vatiabile aleatoria X si dira ofrfog_nale (nello spazio £1(P))

{“‘ alla sottotriblt. }"ys’e a,ppa.r%lenc a EI(P) e verifica la relazione fUX dP =.0 per ogni

%* variabile al a,leatcrla reale I/, misurabile rispetto a 7, tale che il pfiﬂ'dotto UX sia

{flntegrabﬂc Ke ity o Ucp® \L)(%](m . _
i '/( iy L ] *\'r (r LTS NS y .
;:i'.(_l 3) -Proposizione. Sia X un efemento di hl(P). Sia inoltre J une b e per

Lix

a tiibt "A{anhe X sia orf;ogonale a J" & (necessario e) sufficiente che 8i abbja
f o X d ) per ogni, elemenm A dj j

'Dlmoéfrﬂjone 'Supposta Soddzsfatta la condizione dell'enunciato, si considerino,
sulla tribll \A, le due misure v, v, definite, rispetto a P, dalle densita Xt X~

Aty
:;Y——‘_-}D:| 2:X 'P.

a F. Allora, se I/ ¢ una variabile alea,torla reale; misurabile nspetto a F, tale che il
prodotto U X sia integrabile, si ha

JUX AP = [UX*+dP - [UX~dP
’fU dy; — fU dim
= fUdpu— fUdu=0

{dove la penultima eguaglianza & dovuta all'Osservazione (1.1)). Ciod prova che X &
ortogonale a JF. £

. - ?J NP,
(,rf(lf..’!_!ﬁt_'.’.;"l _ )\ .r"._-' [yl 5 /{ E q‘_,] )

A
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(1. 45 Corollario. &) Ogm variabile aleatoria reale trascurabile secondo P & orto- }
} gonale a F nello spazio L1(P). Vi

(h) Nello spazio £(P), ghi elementi ortogonali a F formano un sottospazio vet-

toriale. S
Foror pmeentor e o -.

kN ;{

; (&) Se un elemento X di LY(P) & ortogonale a_F, tale & anche ogni elemento
g di £L1(P) della forma UX, con U variabile aleatoria reale misurabile rispetto_a F{cw )¢

) Affinché una variabile aleatoria reale V, misurabile rispetto a F, sia, al tempo
stesao ‘ortogonale a F, occorreke basta) che essa sia tra.scurabﬁe ‘

(’-r:ir-.'-:- e l\:_!r;'- PRI \ ad adng aie 4in =Yy

faf*‘”" e

Dimostrazione. Le quattro affermazioni si deducono immediatamente dalla propo-”
sizione precedente. Per provare D'affermazione (c), basta sfruttare, per ogni ele-
mento A di F, la relazione [, UXdP = [(J4U)X dP. Per provare I'affermazio-
ne {d), basta osservare che, se V & una variabile aleatoria reale misurabile rispetto
a F, i due eventi {V > 0}, {V < 0} appartengono a F, sicché 'ortogonalita di V
a F implica la relazione

JIV|dP = f{v>o} Vdp - f{v«o} VdP=0. o

condzzzonale di X rlspetto alla. sottotribl F ur elemento v d] El( misurabile
to , ta.le che la differenza X — V sia ortogonale a F. &, ,’kf D45 et

a o ( [.r ! L"a"’(,ﬁ} {2 (1|/\\_-.-

E ev1denjae che se X & misurabile rispetto a F, allora una verssone della Speranza, _
condizionale di X rispetto a TF % 1a variabile aleatoria X stessa. Cosi purc, se X ¢
ortogonale a F, allora una versione della speranza condizionale di X rispetto a F &

[y Ny
j/x'-i':ll- = } OLAT

I A
s 6) Teorema. Dato un e}emenf;o X di £
i speranza condizionale d1 X rispetto a F. Inoltre V' si puo pr endere positiva se tale

e X )(>0 Y, \/

4 AR 4 R e 1 R R e e T B B B g B AT T R TR A e e g, T o e 1 1A T e 2 T 2

Dimostrazione. Mettiamoci senz'altro nel caso in cui sia X "2 _O-i. (A questo caso ci
si pud ricondurre considerando la decomposizione X = X* — X~.) Consideriamo la
misura X-P. Questa & (in modo banale) a,ssolutame%lte continua rispetto a P. Percio
la sua restrizione » alla sottotribii F & assolutamente contmua rispetto all’analoga

. restrizione di P. E dungue possibile, grazie al teorema di Radon-Nikodym, scrivere (@( Ej’a-w:)
v nella forma v = V- @, dove @ denota la restrizione di P a F, mentre V & un op- t
portuno elemento positivo di £1(Q). Per ogui elemento A di 7, si ha allora (tenendo

conto di (1.1))
S X =V)dP={, XdP -~ fAVdQ—u_ )vV(A)—"D

Dalla Proposizione (1.3) (nella quale si prenda 7 Lomudente con lintera tribu F)
discende dunque che la differenza X — V' & ortogonale a F. Cio basta per concludere

che V' & una versione della speranza condizionale di X rispetto a F. '
(o0 Hoe {fé o Y 0 0 W Ae g ) ,1,(/ } Y w Y/ \
T B s (R y o

\//f"ﬁ(”\‘)
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l {1.7) Teorema, . SI&H?O dat; un elemento X di El (P) una VC.‘I'SJOHE,' V della speranza.’

( o
: -::cond;z;énale (jf X nspetto a F ¢ un’ultériore variabile aleatoria reale V', mrsumbﬂei
y 'rjspef;to a F. Le due condizioni seguenti sono allora equivalenti:

A a) V'’ & anch’essa una versione della speranza condizionale di X nspetto a F
‘(b) V’ & equwajente a V b(.COIldO P '

Dimostrazione. Per provare 'implicazione (a) = (b), | osserviamo che, se & soddisfatta
la condizione (a), allora la differenza V' — .- da un lato, & misurabile rispetto a F;
dall’altro, & ortogonale a F in virth di (1 4) (b) perché pud essere messa nella forma
(X —-V)— {(X—=V"), dove le due differenze X — V, X — V' sono ortogonali a 7. Essa
& dunque trascurabile in virta di {1.4) (d).

L'implicazione (b)=> (a} discende poi dalle affermazioni {a) e {(b) di (1.4). o1

. “In conclusione, i ribulta,ti (1.6) e (1 7 mostra.no che ogni elemento X dct P)'
di ﬁl (P) del quah il prlmo sila mlsurab_ﬂ;_ri;;)gt—t?;;f ¢ 1l secondo sia Ortogonalc,
a J. Precisamente, per avere una tal decomposizione, basta scrivere X nella forma
S X =V+(X-V), dove V sia una versione della speranza condizionale di X rispetto
A X s N 0N , o
”-_,_,- . {m N 1 m {'/’am) (r I \/ {; o i "._: Ay ) { a0 : (fi-_,_,-;\:-f '
- (1 Egi)I Deﬁnlzmne Dato un elemento X di LHP ) Vinsieme costituito da tutte le
verblom dcﬂa bpcranza condlzlonalc di X rlspetto a JF st chiama, la spemnza €ON-

LN

(1.9) {th
R

‘Risulta da (1.7) che, se si denota con @ la restrizione di P a F, il simbolo (1.9) rappre-
senta un elemento dello spazio quomente Ll (Q), ossia una deHe classi d1 cqmvaienza

Nel £aso partlcolare in cul F sia la fribi generata da una variabile aleato-
ria Z (a valori in un arbitrario spazio misurabilc) si usa anche, in luogo deila no-
tazione (1.9), la notazione P[X | Z],  PixX(4jizy! = PIXIZ]

Alla luce della Proposizione (1.3), 1a nozione di speranza condizionale pubd essere
cosl caratterizzata:

_~——_";_,_._—

aeguono sono allora equivalenti:

(a) V & una versione di P[X | F], s2ee Ve i “é\Jl

{b) V appartiene a L' (P) e, per ogni elemento A di 7, si ha fA VdP = [, XdP.
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(1.21) Un esempio elementare Dato un e]emento X di £'(P), si denoti con V

costante su H (Detgo a il )5119 Halon{;e costa;("_lte su I? da,]la deﬁmzmne di speranza # fens
G s Mo P g [ Loadicimnr i 31000 g yod ML
condizionale si ricava ; f et gh L g 210 S

[y XdP = [, adP = o P(H),

ossia

a=P(H)™ [, XdP.

In altre p&role, il valore costante diV su H commde con la media integrale i d1 X

LoV "PH i ><'l

costituita da eventi non trascurabili, tale che la tribt F (.Olllbldd, con ld. tribi generata
da ’H . Allora ogni elemento di A & un atomao per la tribt F. In questo caso particolare
si puo dunque affermare che esiste un'unica versione della speranza condizionale di X
rispetto a F e che quest’unica versione V & la funzione che, su ciascun elemento H
della partizione H, coincide con la costante [X dPy. In formule:

V EHG’H‘TH fXdPH

(" ligitfewodo g ¥
2. Proprieta della speranza condizionale

/\

(

......

Qspemnza condjzmnale P[X |.7-'} ¢ la costante ¢ = fX dP

Dimostrazione. Basta osservare che la variabile aleatoria X — ¢, essendo centrata e
indipendente da 7, ha integrale nullo su ogni elemento di F, ¢ quindi & ortogonale
a F (si veda (1.3)). 0

(2: 2) Proposiziene. L’applicazione X — P[X | F] dello (spaﬁfo ﬁl( ) nello Spazm
" quoziente Ll Q) (dove Qude:nlqta la restrizione di P a }”) cﬂm&sw@»}sm ..... K N
,‘/ t'}lr ‘ ”J YQ/\ L\( l _ o ,_(P[)/ |I/}‘}I 3 { rT)[Y’ \ £ ‘z - 1> ‘:E’[Xl’é}"[ e .E&”

™ Imostra,?lone f.a linearith & immediata. L’lsotoma grame al]a linearita, dlscende .
dal fatto che, se X & un elemento positivo dello spazio vettoriale ordinato .Cl(P),
allora l'elemento P[X | F] dello spazio vettoriale ordinato L!{Q) & a sua volta positivo
perché la speranza condizionale dl X rlspetto a J—" ammette una versione positiva (si

AR SR (-
veda {1.6)). 5] (> 20 L{ .,}j"_g BAIGT 400 | &1 et [ Px014) £ A >\§l:gf}\-¥

i m N

(2.3) Proposmmne Siano X un elemento d1 Cl(P) e U una variabile aleatoria
reale, misurabile rispetto.a F, tale che il prodotto UX sia integrabile. (.

Tt D ey

Allora una versione della speranza condmmn&le P[UX | F ] si ottiene n]o]t]ph—

cando per U una versione di P[X | .7:] Ve RIXAE Y UV € PLU 0
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Dimostrazione. Ci si puo limitare a dimostrare il risultato parziale relativo al easo
in cui le due variabili aleatorie X,U siano entrambe positive. Infatti bastera, nel

casc generale, applicare questo risultato parziale a ciascuna delle quattro speranze
condizionali seguenti;

Vil PUYXY|F], - PUYX|F], - PUTX*Y|F],  P[UTX"|F].

Supponiamo dunque X e U pobitivc c dcnotiamo con V una versione anch’essa

il prodotto U(X_M V) sard allora anch’esso integrabile, e qumdl ortocronale a Fin
vn"tu di (1.4) (cj éPer provare che U Ve mteglabﬂe ronfslderlamo per ogni intero
tale & anche U%(X V). Siha dlmque}l’[U (X - V)} = 0 D‘i?la P[U V] P[U ‘X]
i qui, facendo téndere n allinfinito, si deduce { Wiy, - _ UL D

PlUV] =P[UX] < . il

(2.4) Osservazione. Come sottoprodotto del risultato appena dimostrato, si ha
che, se X & un elemento di £{P) e V & una versione di [X | ], allora, per ogni

jg va,rlablle aleatoria reale U misurahile rispetto a F, Im‘regrablhta di UX implica ﬁ
quella di UV, Qucsta 1mphca.zmne non pud cssere invertita, come mostra I'esempio
seguente. (o PHOXIY “ov 5 BT <00
(2.5) Esempio’ Sia X una variabile aleatoria a valori nellinsieme {—1,1}, che
abbia come legge la ripartizione uniforme su questo mgneme e che sia 1ndugendente

Xm0
dalla tribii F. Allora X & ortogonale a F. Peruo, come Verblone V della spe-
ranza condizionale P[X[f} s1 pud prendere la costante 0. Se ora U & una va-
riabile aleatoria reale, misurabile rispetto alla tribi /, ma non lntegrablle la re-

lazione P[{UX]|] = [IUH = oo mostra che il prodotto UX non & integrabile, pur -
essendo nullo il prodotto ov, -

B (2 6) Pro sizione. (Forma condizionale del Teorema d1 _B_epg@ew) Sia,no X

un elemento mjm-/y\( P) e (Xy)n>1 una successione crescente di elementi di LYP) .
con sup,, X, = X. Si denoti con V una versione di P [X | .?-'] e, per ogni n, si denoti
con V,, una versione di P[X | 7]. Aliora Pevento {Vo 1V} & quasi certol

J)<m 0 /\\ r'é KA [l& ’]\ 3{)\ «Jl ''''''

Dimostrazione.” Poniamo H =, {V < Vn+1 < V} Grame all’lsotonla dell’op&
razione di speranza condizionale, I & un evento quasi certo. Inoltre.dal teorema
di Beppo Levi discende la relazione P[X,] T P{X], che pub anche essere scritta in

ciascuna delle forme seguenti:

fWGA)
PIVa] 1 PV, ) PIValn) 1 PV, 55 P [V — sup, V] =0,

Si vede cosi che & quasi certo I'evento H N {V =sup,, V,,} (identico a {V,, 1 V}). o




n)n>1 una
successione di élementi di L1{P), tutti minorati da un medesmlo elemento Z di LHP)
Supposto che la variabile aleatoria X = liminf, X, appartenga 8. ﬁlgP) si de-

Pt

noti con V una versione di P[X |F]| e con V, una versione di P[X [F]. AHora
Pevento {V < liminf, V, } é quas;_ce; to. Ak [ iz A :Au;ug/(
DS P K A -

- Ditfiostrazione. ‘Pomiamo X s X. /\X?H'.l
di P[X’ |]:} Si ha allora (i
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Z <X <Xy, X 11X
EPSLFLCRY
Pep::lo i due eventi {V’ < V} e {V’ ) V} sono quasi certi. Basta allora
bsservare che, per ‘Ggni elemento w della loro intersezione, st ha

w)—hmnV(w)<hmmf Va(w). o

Naturalmente, la precedente forma condizionale del Lernuma di Fatou anitiette
. una versione “speculare”, nella quale interviene il limite superiore, anziché il limite
mferlore Combmando insieme le due versioni, si ottxene il coroliario seguente

1 (/ [Il :\ ﬂJf’/i | {H {: /( Ci w_\;l\}/?[‘ \rll (}){

verso una vanabﬂe aleatona X 5;1 denot1 con V una versione di P[X [F] e con V

una versione d1 P[ n IJC’] Allosé o successmne (Va )ﬂ>1 converge quasi certamente
verso V. 7 1 i FHRE IS 0 L7, ¢ .-./ ¥y Vg ;= /cm./\u . _j_l_-f'[,h'\',..‘,_i
{m ot (Xl 2 [Lapwes 400 ﬁ!(tr“r F :

E chiaro che, se X & un elemento di LY(P), e V & una versione di P[X|F],

vab B

allora, per ogni coppia a, b di numeri reali, una versione di P [aX +b|F } ¢ la variabile
aleatoria aV + b Se, anziché considerare una variabile aleatoria della forma aX + b

(ossia la composizione di X con una funzione lineare affine = — az + b), si considera
la composizione di X con una funzione convessa, si ottiene il teorema seguente

i, e I e ETHR

e g s y b S T R

(s (2 9) qu;ema. (Forma, condlzlonale della diseguaghanza, d1 J&men) Dato un ele-
j mento X di L1(P), si denoti con V una versione di P[X |F|. Sia inoltre g una
: funzmne reale convessa su R taJe che la funzione composta go X sia mtegrabﬂe e

i
¥

Djmostrazmne La funzmne g e lmvﬂuppo superiore d1 una famlgha. numerablle
(fi)ier di funzioni lineari affini. Per ogni indice ¢, la diseguaglianza f; < ¢ implica

P[fio X | 7] < Plgo X | 7.

Poiché una versione del primo membro di quest’ultima diseguaglianza ¢ f; o V, ne
segue che levento {f; oV < W} & quasi certo. Tale & dunque anche I'intersezione
degli eventi di questa forma, ossia Uevento {go V < W}, I

6



) versione di P[X ] e W una versione di P[[XP" }.?:} Allora Vevento {|[VIP < W} &

@?‘

, Djmostraz;rone Basta osservare che X-X'& ortogonale a ,4’ qumdl a’f‘ S0
NS A e 4 A 8 ¥ ‘ ;, oy AT ‘7J o

,g’ (2.10) Corollario. Dato un elemento X di LP(P), con 1 < p < 00, siano V una «

L —

i J j
quasi certo. In parmcolare, si ha ¢

{\( bR <RI )
JWV[PdP < [WdP= [|X|PdP |

Sy

5
;
i (ossia: “P’operatore di speranza condizionale, applicato a un elemento di LF(P), ne

' riduce Ia norma”)
L (el cotliang’y

- %M "\'-h/fllm‘;

R

Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente con g(z) = |z|P. o

(2 11} Osservazione. Affinché un elemento X di £YP) verifichi la rela,zione
nearlti-‘m del] operazmne d] spera,nza condizionale, affinché due elementi X Y di £Y{P)
verifichino la relazione P[X | F] = P[Y:] F], occorre e basta che la loro differenza
sia ortogonale a . Ne discende, in pa:rtlcolare la proposleone seguente.

C:fwiﬂ'«i ah 3 kf'_*l'. ngrnw i "« adl, lfm ok 1t4H~iu /({) Kl oy VF,{i’\ x I
. (2.12) Izr/?p iz A =A. Siainoltre X un elemenf;o
dl_ﬁl(P) e'si denoti con X" una versione di P[X | .A ] Si ha allora

[X|J~‘] [X“lﬂ. { 2IX1%0 ﬁ(«’xl”];_i“}.

La proposmone appena dlmostrata esprlme una propneta. mﬁtlo 1n€)u1t1va e spet,— "
so utile, dell’operazione di speranza condizionale: per ottenere una versionc della
speranza condizionale di X rispetto a F, si pud prendere dapprima una versione X'
della speranza condizionale di X rispetto a una tribii ausiliaria_A’, compresa tra F
e A, e quindi passare a una versione della speranza condizionale di X’ rispetto a F.

Per questo motivo, & naturale dare a questa proprieta il nome di Proprieta della tribi
intermedia.

3. Speranza condizionale secondo una nuova misura*

Ci proponiamo di dimostrare una proposizione che & utile in situazioni nelle

quali intervenga una speranza condizionale calcolata, anziché secondo la misura di
Ly . . A . |
probabilita P, secondo una ruova misura di probabilita P/, assolutamente continua ( Atk - 2

rispetto a P. A guesto scopo, cominciamo con lintrodurre una notazione. mISe Ue -7, ' CHegd
una variabile aleatoria reale, denoteremo con U™ la vanabﬂe > aleatoria cosi definita: @ 27 o0 7
f.rurm'} ~

- 1/U u 0,
(31) U*(OJ) — { X . (M) Be (UJ) 71: )
0 altrimenti. ) (U - pin i %4 asia .

Si osservi che, con questa notazione; si ha

(i WU 0 & V-0
7




Supponiamo ora che K sia una versione della densitd di P’ rispetto a P, ossia un
| elemento di £!{P) tale che si abbia P’ = K - P Vogliamo provare che, se X & una
]va.rlabﬁe aleatoria reale integrabile rispetto a P’ (cige tale che XK sia integrabile
[ rispetto a P), allora una versione di P’ [X | 7] si ottiene dividendo una versione

di P{XK | F} per una versione di P[K | FJ. Piti prec'lsamente voghamo provare la

proposizione seguente. (o, [ X 1y = ELXK E_-;; N

:‘. j (3 3) Pfoposizioile Nelle ipotesi precedenti, siano V.una irersione di PIXK | .F] ;;.5
i U una versione di P[K|F]. Allora una versione di P'{X |F] & VU (dove U* &
Jla variabile aleatoria definita da (3.1)). (... ; _'

RISt < EY e ;.:,-.f‘_'::.;éf;:_.-' Sl

Djmostrazmne. Cominciamo con l’osservare che si ha
LU TE
Ne segue, grazie a (3.2),

(3.4) UU* ~1 (mod P’)

Sia ora W una versione di P’ [X | }_} Grame al teorema sull'integrazione rispetto a
Huna misura definita da una densita, Pappartenenza di X e di W a £1{P’) si traduce
‘nell’appartenenza di XK e di WK a L' (P). Cosi pure, I ortogonahta dX-WarF

" nello spazio LY(P") si traduce nell’ortogonallta di XK - WK a F nello spazio £{P),
ossia (si veda (2.11)) nell’eguaglianza

PWK | .?-"] [X K|F].
o Sy
A sua volta, questa egnaglianza, poiché P[WK | F] ammette WU come versione (si
veda (2.3)), si pud esprimere mediante la telazione WU ~ V (mod P), la quale, per
Passoluta continuita di P’ rispetto a P, implica, W U~V (mod P ) Da quest’ultima

relazione discende infine, grazie a (3.4),
W ~WUU* ~VU* {mod P').

Si vede cosi che VU™, essendo una variabile aleatoria reale misurabile rispetto a_F
ed equivalente a W secondo P, &, al pari di W, una versione di P’ [X | F}. [

(3.5) Corollario. Nelle stesse ipotesi della proposizione precedente, si supponga
-per giunta che la misura P’ coineida con P sulla tribi F. Si ha allora

6 P'[X|F] = P[XK| 7). i,@

Dimostrazione. L’ipotesi che P’ coincida con P su F significa che una versione di (Ve
P[K|F] &la costante 1. Basta dunque applicare la proposizione precedente nella <

N

1

qua]e st prenda I/7=1. i _fK - JJ :
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% Umforme 1ntegrab111 §

rie con51derate Sara,nno tacutament(, lntebe come varlablh aleatorie regli su (2, A, P).
Cominciamo con una proposizione del tutto elementare.

/

(1 1) Propasizione. Sia X una variabile aleatoria, € si denoti con p la sua Iegge }
Le condizioni che seguono sono tra loro equivalenti: (X)) ;’:\

(a} X & integrabile, visd X €404 ‘ﬁ";

7% (b) Per ogni numero reale ¢ maggiore di zero, esiste un numero reale positivot .z
tale che si abbia f{IXF>t} | X|dP < ¢, ossia f[ e |7l p{dz) < e ;

4 .
%wa"? gn 3 (i l} oY F{'— ) ot

Dxmostrazlone. (a) = (b): Si supponga che X sia integrabile, ¢ige che la misura
v = |X|. P (definita dalla densith |X| rispetto alla misura base P) sia finita. Si
scelga una successione_crescente () di numeri reali positivi, con i, T 00, e si ponga
A, ={|X|>t,}. Sihaallora A, | 9, e quindi, per la continuita di » sulle successioni
decrescenti, ¥(A,) | 0. Dunque, fissato il numero ¢ maggiore di zero, si ha, per n
abbastanza grande, #(A,) < ¢, ossia [y, |X|dP < e. La condizione (b) &
dunque verificata.

(b) =+ (a): Si supponga verificata la condizione (b). Allora (prendendo, in par-
ticolare, ¢ = 1) si vede che esiste un numero reale positive ¢ tale che si abbia
f{|X|>t} [ X|dP £ 1, e quindi

JIXTAP = foxcy [XIAP+ [ oy 1 X[AP <41,
--Cib prova che X & integrabile. 8

(1 2) Definizione. Sia # un ingieme di variabili aleatorie. 5i dice che esso e

@mformemente Antegrabile se la condizione [b) della proposizione precedente ¢ vorifi-
cata per ogni elemento X di 7, e per giunta in modo umfdme al variare di X, cio¢
5€, Per. ogm numero reale e maggiore di zero, esiste un numero reale p031t1v0 t tale

(/X Kﬁq(r)

| !

‘ E‘inffERJr Supxé?{ f{]x|>¢} |X|dP =0

et

Do EaE

= ‘,-. '1 i’- "
EEC ] { i
Se pol (X; ]151 & un a.rbltrarla fam?gfm di varlath a,leatorle si dlce Che €ssa. g um- R

(1.3)

) 3 . ’E‘
f mftek+ SUDicr fi oy 1Xel &P = 0. §§

A

In tal caso, si dice anche, in modo un po’ meno formale, che “]e X sono uniforme- -
mente 1ntegrab1h = '




4F
(1.4) Osservazione. L’uniforme integrabilith di una famiglia (X;);c; di variabilj

aleatorie & una proprieta che dipende solo dalle leggi delle X;. Se infatti. per ogni

&

S _
e >

A
f indice ¢, si denota con y; la legge di X;. 1a relazione (1.3) si pud scrivere nella forma

(1.5) jl infyeg, sup;; ffﬁwn |z| pi(dz) = 0. /& )

Di qui, tenendo conto della Proposizione (1.1), si deduce, in particolare, che una

famiglia di variabili alcatoric integrabili e isonome ¢ uniformemente integrabile.

f

{-'l"""'-“-i';j"\ff e s A I rJ';v:"(’[ T fu_g!'\,,_.;,;:._l\.'@._ ,'
Una condizione sufficiente per 1'uniforme integrabilitd & fornita dal criteric”se"
guente.

(1.6) Teorema. (la.Vallé eussin) 57 supponga che esista un numero reale &, mag-

giore di 2e1o, tale che '}é"-i‘fé,ﬁﬁéj‘ a (Xl),e 1 di variabili aleatorie sia zmitata in £1+9 (P),

I e R LR P S

nel senso che risulti C e

| (1.7) Gz supsefP[IXi[Hé] < 4.

j Allora la famiglia (X;)ic; & uniformemenf_;_q__:j_;]tegrabﬂe.

Dimostrazione. Si denoti con ¢ il primo membro di (1.7). Si ha allora, per_ogni

indice ¢ ed ogni numero reale ¢ maggiore di ?groJ,
e}

Jixsg PGIAP < J1X0] (101 /4)7 dP = t70P [ X,14+] < =5

Lty ¢ 28 LA s 40
Poiché 'ultino membro di questa relazione non dipende da i (e tende a zero al tendere
a 1011 d1p

di ¢ all'infinito), ¢id basta per concludere che la tamniglia (X;);c; & uniformemente
mtegrabile. 0

La proposizione seguente mostra che un’alira condizione sufficiente per 'unifor-
me integrabilitd & quella di dominazione, presente nel teorema di Lebesgue. (Stori-
camente, la nozione di wmiforme mtegrabilitd. fu introdotta da Giuseppe Mitali, nel
1907, proprio come un mdebolimento di quella condizione.)

J{IS) Proposizione. Si supponga, che la famiglia di variabili aleatorie (Xi).g;e.,.r Sfa‘a\

jdominata in LY(P), cioé sia tale che esista upa variabile aleatoria mteg{_ggﬁe Z ,chje,—s;:
P v ————— b e e A - . . . . i il i etivsn .

*:} la d6TTHI, nel senso che verifichi Ja rolazione | X < Z per ogni indice 7, ¢ *sj

yg;% Allora (X;)ic; & umformemen;e: integrabile. - AT

Dimostrazione. Fissato un numero ¢ maggiore di zero, esiste, grazie a {1.1), un
numero reale positivo ¢ tale che si abbia f{2>t} ZdP < e Si ha allora, per ogni

indice ¢, (e () .
f{rxnn} | X dP < f{ix,-m} ZdP < f{zm ZAP <,
e cio prova che Ie X; sono uniformemente integrabili. {J

2



{1.9) Corollario. Ogni famiglia ﬁmta (Xi)ier di variabili aleatorie mtegrab_gh é
uniformemente integrabile.

Dimostrazione. La variabile aleatoria Z = = SUPic; | X;| & integrabile (come inviluppo
superiore di una famiglia finita di variabili aleatorie integrabili) e domina evidente-
mente la famiglia data. Que‘ata ¢ dunque uniformemente mtegrabﬂ(, in virtu della
proposizione precedente. ]

2 Una condizione eqmvalente all’umforme mtegrablllta

L iy
iy ¢ -
: P Ui c\«»ﬂ"‘ Vet s bt

L (2. 1) Teorema Per una famiglia (X;)ic; di variabili aleatﬂrjel le CDHd]ZJDﬂI che

i

EY

o

& :[
seguono sono equivalenti; {imtipnlde. .y

(b) La famiglia (Xt)iel egﬁp;ta\ta‘ in ﬁrl (P)j ossia risulta

Gz Supiejp[lx’i:” < &0,

génoltre per ognl numero reale ¢ maggiore di zero, esiste un numero reale § maggiore
di

zero, tale che, per ogni evento A con P(A) < 5 si abbia

23] supgelfA|X|dP<e _
Dmmstraz}one )=> (b) “Si supponga &
Allora (prendendo in particolare, e = 1) si vede Che esiste un numero reale positivo t
tale che si abbia sup;¢; f{lX-I:»t} X1 dP £ 1, e quindi, per ogni indice %,

Si vede cosi che & verificata la relazione {2.2). Per provare che ¢ soddisfatta anche
la seconda parte della condizione {b), fissiamo un numero reale € maggiore di zero e
osserviamo che, grazie all'ipotesi {a), esiste un numero reale { maggiore di zero, tale
che si abbia

SUP;er f{|X¢|>t} | X;|dP SE/Z

| Si ha allora, per ogni indice i ed ogni evento A,

Lol XiddP = [0 o 1Kl dP + [y o0 1XG|dP < P(A) + €/2.

Ne segue che, per ogni evento A tale che si abbia tP(4) < ¢/2, ossia P{A) < ¢/(2t),
si ha (=28
sup;ey [, | Xi|dP < tP{A) +¢/2 < e.

La condizionc (b) ¢ dungue soddisfatta.

W

.3%“ )

g s P

3
|




(b) é(a) Si supponga soddisfatta la condizione (b) e si denoti con ¢ il primo
membro di (2.2). Fissato il numero ¢ maggiore di zero, sia ¢ un numero reale maggiore
di zero, tale che, per ogni evento A con P(A) <4, abbia Iuogo la relazione (2.3). Per
ogni indice ¢ ed ogni numero reale # maggiore di zero, la diseguaglianza___gl___j_____Markov
,_ fornisce o
P{X >t} <t 'PX <t e
Vo Ne segue che, se il numero reale ¢ maggiore di zero & tale che sj abbia t~1c < §, ossia
\ { t > c/4, allora, per ogni indice 1, si ha P{IX:] >t} <§, e quindi f{[X.;bt} | X;1dP < e.
' La condizione (a) & dunque soddisfatta. 13

'+ (2.4) Corollario. Si supponga che un insieme H di variabili aleatorie sia uniforme-
mente_integrabile. Tale ¢ allora anche I'inviluppo-convesse di H, ossia Vinsieme H

j costituito da tutte le combinazioni H;iéari ﬁniféwdéﬂa forma i
ZE:I axXp, con Xp€ H, ax > 0, Z:::] ap = 1.
ity (3% ke, Qn €4

Dimostrazione. Grazie al teorema precedenfe, Iipotesi che M sia uniformemente
integrabile significa che si ha sup xen Pl|IX]] < 0o e che, per ogni numero reale ¢
maggtiore di zero, esiste un numero reale & maggiore di zerc, tale che, per ogni evento A
con P(A) < ¢, si abbia supy o4 J41X]dP < e E immediato riconoscere ch

condizioni sono verificate anche con H in luoge di H. r3 S
fAseliy T Oy a0 D (Lo A, 4 4 Yoy Fe T, o o ( X e s

3 Il teorema di Vitali

Ci proponiamo ora di esporre un fondamentale teorema, dovuto a Vitali, il
-quale estende e precisa, mediante il concetto di uniforme integrabilita, il tecrema di

Lebesgue sulla convergenza dominata. A questo scopo, cominceremo col dimostrare
i} lemma segnente, che & soltanto una prima, assai modesta, estensione di un caso
particolare del teorema di Lebesgue, consistente semplicemente nel sostituire 1'ipotesi
di convergenza quasi certa con quella, pit debole, di convergenza in probabilita,

{3.1) Lemma. Sia (Xn)n>1 unasuccessioné di variabili aleatorie, la quale canverga
- in_probabilits verso la costante e sia deminats in £1(P).

Si ha allora, al tendere di'n all'infinito, P [Xn] = 0.

Dimostrazione. Com’® ben noto, I'ipotesi che la successione (Xn)n>1 converga in
probabiiita verso 0 equivale al fatto che ogni successione estratta da (Xn)n>1 am-

metta, a sua volta, una sottosuccessione convergente verso 0 quasi certamente.

Si tratta di dimostrare che la successione (lim;;fgat{%l_.:__(li numeri reali (P [X,]), .,
non ammette alcun valore di aderenza diverso da zero, Sia dunque A un suo valore[ oLy
di aderenza: cid vuol dire che esiste una successione (mg)r>1 d’interi, strettamente
|crescente, tale che, al tendere di k all'infinito, si abbia P [Xm.] = A Grazie all’os-
servazione iniziale, si pud supporre, senza ledere la gencralita, che la sottosuccessione
(Xm,) g>1 converga verso 0 quasi certamente. A licando allora ad essa il teorema

. . SR Az, X . .
di Lebesgue sulla convergenza dominata, si trova 0}, come si voleva dimostrare. =

e



Alle scopo di dimostrare il teorema di Vitali, sard utile premettere anche la
proposizione seguente (non priva di un suc interesse autonomo). Essa si distingue dai
criteri di uniforme integrabilitd finora incontrati (che riguardano tutti un’arbitraria
famiglia, o un arbitrario insieme, di variabili aleatorie) per il fatto che & circoscritta al
caso speciale di una successione d1 variabili aleatorie (alle quali 8’impone, per giunta,
la condizione preliminare di essere mtegmbzﬂ ).

(3.2) Proposizione Sia (X n)n>1 una suecessione di variabili aleatorle mtegrabﬂ:

" Le condizioni che seguono sono allora equivalenti:

v (a) La successione (X, )n>1 € uniformemente.integrabile.

- ((b) Si ha infieg, limsup, f{1Xn]>t} | Xn|dP =0..

Dimostrazione. La condizione (a), che equivale alla relazione
o \. J
inf;ep, sup,, f{lxnlm} | X,|dP =0,
implica la condizione (b), grazie all’ovvia maggiorazione

limsup,, f{lx,.|>t} | X | dP _<:‘supﬂ f{!xnl>t} | X | AP

(b)= (a): Si supponga soddisfatta la condizione (b), Allora, fissato il numero
reale € maggiore di zero, esiste un numero reale positivo g, tale che si abbia

In corrispondenza, e__s_._i__g];e" dunque un intero m > 1, tale che si abbia
Jixopotoy XnldP <€ per n2>m.

D’altra parte, poiché la m-upla ( n)1<n<m- ¢ uniformemente _integrabile (si veda
(1.9)), esiste un numero reale positivo t; tale’che si abbia

f{lxnbzl} [Xp|dP <e per n<m.
Se allora si denota con ¢ il massimo tra i due numeri g e 21, si vede che la relazione
‘[{|Xu|>f.} | Xn]dP <

ha lnogo per ogni n, e cid prova che la successione (Xn)n>1 € uniformemente inte-
grabile. 1

Siamo ora in grado di dimostrare facilmente il preannunciato teorema di Vitali.
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i é ( 3.__3)....'1_‘:eorema. (N\;\W{;)\ Siano date una successione (Xn)n>1 di variabili_aleatorie f

% L integrabili e un’ulteriore variabile aleatoria X . Le condizioni che segnono sono allors, |
N eguivalenti:

—

{a) X ¢ integrabile e (Xn)nz1 converge verso X in L1{P) (nel senso che risulta %
PlXa— X1 =0) X 225X ¢ fwy

; (b) La successione (Xp )n»1 & uniforme ente integrabile e convergy

fverso X1 X, i B, X o f w et l
E: e
Dimostrazione. (a)= (b): Si supponga soddisfatta la condizione (a). Allora, innan:
zitutto, la successione (Xn)n>1 converge verso X in probabilita, grazie al fatto che,
per ogni numero reale ¢ maggiore di zero, si ha (diseguaglianza. di Markov)

n probabilits §

1

P{Xn - X|> e} <e'P[IX, - X[] > 0.

// In secondo luogo, posto Z, ﬁ{_}[Xn - X|,szl}re§lef che {Z,),>1 & una successione

di variabili aleatoric integrabili, per la quale & soddistatta la condizione (b} della

proposizione precedente: infatti, addirittura per ogni numero reale positivo #, si ha

Jlim sup,, f{Zn>t} ZndP = 0. Ne segue che la successione {Zn)n>1 & uniformemente

integrabile. Tale & dunque ’insieme costituito dalle Z,, e da X, e quindi anche, grazie
alla maggiorazione %LGl < %] + 31X, Ia successione (Xn)n>1 (si veda (24)).

(b) = (a): Si supﬁonga\ Soddisfatta la condizione (b). Allora, detta (my)g>1 una

successione strettamente crescente d’interi, tale che la successione (X Jg», COnverga

quasl certamente verso X si ha innanzitutto, grazie al lemima, di Fatou,:

P[IX]) < liminf P (1, || < oo

(£ 0’-”}" Py

(dove la diseguaglianza finale discende dal fatto che la successione (Xn)n>1, essendo
uniformemente integrabile, & limitata in £1 (P): si veda la condizione (b) di (2.1}).

E cosi provata l'integrabilita di X. Rimane da provare la convergenza in L£1(P) di
(Xn)n>1 verso X. Posto Zn = | Xy = X|, (E,ijb equivale a provare che, al tendere di n,
~  all'infinito, siha P[Z,] — 0. A questo scopo, osserviamo che, essendo la successione
(Xn)n21 uniformemente integrabile, tale & Pinsieme costituito dalle X,, e da X, e
quindi anche, grazie alla maggiorazione %Zn < —;—an| + %|X|, la successione (Z, ),

(si veda (2¢)). Fissato un numero reale ¢ maggiore di zero, esiste dunque un numero
reale positivo ¢, tale che si abbia sup,, f{2n>t} ZndP < €/2. Siha allora, per ogni n,

(B4) (<) PlZa] = [, 0y ZndP+ [i, o ZadP < P(Z, A] +¢/2

Zooa
Inoltre, applicando il Lemma (3:1) alla successione (Zn A )n> %dﬂﬂ'ﬁhata dalla
costante t), si vede che, al tendere di n allinfinito, si hc}fP[Zn At] = 0. Dalla
relazione (3.4) discende dunque che, per n abbastanza grande,’si ha P[Z,] < ¢, e cid
basta per concludere. i
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; La legg(%%ﬁcgel grand1 numeri

\ per una successmne staz10nar1

Su uno spazio_probabilizzato (£2, A, P) sia (X)n>1 una successione di variabili
gdﬁlea’mrm reali. Si dice che cssa & fﬁ@gnaﬁg‘ se la sua legge congihmta & identica a
quella della successione “traslata” n+15n>1, ciot se la legge u del blocco [ X }nzl e
invariante rispetto all’apphca.mone 6 che, ad ogni successione (Zn)n>1 di numeri reali,
associa la successione “traslata” (Zn41)n>1- Quando cid accade, p € invariante anche

"

rispetto ad ogni potenza di composizione di #; in altri termini, il blocco [X;]n>1 &

/

CQ" {iérr’ ff._!.Q;

(A arithtagany
iscnomo anche ad ogni blocco della forma [X n+k]n>1 con k arbitrario intero positivo). ({}Rm]m N r;dfz‘
In particolare, le variabili aleatorie X, sono tra loro \1§99_gmﬂe : r(— el
P “\f ________ i i !1,{\1 r'l "’ -
== | Una variabile aleatoria numerica i dice invariapte (rispetto alle X ] se & de]la R J

PROCN R T R : i
forma folX n]n)]? dove f sia una funzione numerica mxsurab:le (suilo spazio d’arri- : |

“"vo del bloceo [Xnln>1) che sia invariante rispetto alla composizione con 8, cioe che {
--h-ver}ﬂchl la relazione (on 6 = f ] Un evento si Ethua pol igvariante se tale é la sua
. funzione indicatrice. Le variabili aleatorie hmltate e invarianti formano uno spazio

di- lez monotone contenente le costanti. Percio 4gll e\renn nvarianti formano una v
""" fss ‘lynlfu E{ﬁ\

Testetandp 7

—

trlbu g, pr una variabile aleatoria limitata (dunque anche per una variabile aleatoria " ¥ ™
L it “'\J. a; - : - 4
% | numerica , essere misurabile rlspetto a questa tribu equwale ad essere mvarla.nte Ly = By X

@sservamone. Data la successione Sta.z_l_a_na.rla (X n)n>1, e presa una funzmne rea]e g (é -_'*"1_"{'“
[NHAY
mlsurablle sullo spazio d’arrive del blocco [Xn]n>], si riconosce facilmente che, se Tul. fr SN
i - un
una (e qulndl anche l'altra) delle due variabili aleatorie g o [X,]n>1, go [Xn+1]n>1 &

mtegra,bile, le due variabili a,leatorie hanno la stessa speranza ¢ condlzlonaje r;bpetto

L_

§ g.ll?ra le {X hannq t{u te la (stessbg §peranza condlzlonale r;spetto a/ga trlbu mvanante
alaird Aldgietpa, S we palf Bgyer g0 K€ *<. W ;,\, o (BaX . /!f&) B O b ]
jﬁ\l \\T\ -0{:“—/) é‘) )(/’l""\"t y )/ml‘eb(‘ f ‘J {0,(‘(, ( " } %}’

" Dimostrazione¥ Le variabili aleatoric X, essendo integrablh e isonome, sono unifor-
)memente integrabili. Pertanto anche le §,/n sono uniformemente mtegrablh. Percio,
detta V' una versione del]a speranza condizionale P {Xl | 71, bastera provare la con-

vergenza quasi gerta di (Sn/n) vers? V. Bastera anzi dlI]lOb}Jl‘aI‘(-‘ che sussiste quasi
- e "JQ S ,z Lo _'? T.l R R ‘ﬂ{ j

et e
A feikb s

5 2 f i s {fte Mo 1é iy
- 'gl‘rl,\a?ggma. “Sullo spazio: probabilizzato (S, A S1531.':: (IJ% L)ﬂ>|"w1 e ocubsinhe §L .s_:n[z\;fc;l-\}I '
naria df Variabili aleatorie reah mtegra:bzh Si poﬂgcl, =

qu SQRIFEETY R D) |
R TN, ff Sp =X+ -+ X, ) j
'{,‘.w.u\_ {(,L} 2, B oifyd (et e o ;
zr__{.ﬂ”_ . & , 3w te si denoti con J la tribu degh eventi invarianti rispetto alle X,. Allora la succes- |
(it & oty sfone (85 /n)n>1 converge quasi. certamente 1 »El verso una versione della speranza |
ollwa. ,m & (;{M ({q(, _condizionale di X, nspetto a T ;Sﬁ” B . P AT |
Ve, (ot e (Sp=7)
\

|

dappertutto la diseguaghama
(1) limsup,, (S, /n) <V,

) I r)‘ll'}_x Al Yo
'JL/(.;(,\”‘{V‘\ 4 N
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perché da questa si potra pol dedurre una diseguaglianza analoga, relativa al limite
inferiore, considerando la successione (— X, ). D’altra parte, per provare la disegua-
glianza (1), basterd dimostrare che, per ogni numero razionale z, I'evento

{V <z < limsup,(Sp/n)} . (L\/(\/ls”_
(l\f{ 7“] Nive ﬂr‘ ‘---""".. < J, <4 -)11\(\31§ ) e

e trascurabile. Pur di considerare la successione (X [stambi‘mrm e ammettente{_ eon 1001
ifedd A l NN
ancora J come tribu degli eventi invarianti), ci si potra ridurre al caso in cui @ sia, g7, ]m i

nullo. Si tratta allora di provare che la variabile aleatoria V' & quasi dappertutto,

pOSItJVEL sull’ evento(mvarlante)}l = {O < 11[11 sup, (Sp/n}}. In altre paro]e si tratta( 401;’\'(

jdx provare che & quasi dappertutto posmva {a“variabile aleatoria VI 4¢ Si osservi |t A
che questa variabile aleatoria & una, velslone della speranza condizionale P[ X114 |7 I,

Inoltre, se si pone! ’_ﬁ:— .5'1 V- \/Sn, i(a relqm ng AC U {T,, > 0] moc;tra che si ha YN
atniendi by (o Ty
convergenza puntiiale di’ (}{11 AI{T >0} VeréTD 11 . Dunque grame alla forma

i

LA

: _Ll(_

condizionale del teorema di Lebe_gue sul]a convergenza dominata, babfel a dimostrare

che, per ogni intero n maggiore c_h 1,8i ha . @RI

(2) iy P[XII{T,,>0}|J] L A e s

Cle e AR A

AR
(e quindi anche P{XJAI{T >0} |._'7] D). A ques’m scopo, denotiame con %, @y, (e
le variabili aleatorie definite come 8., T,, ma partendo dalla successione traslata

(Xpi1)n>1 anziché dalla successione{ X, )ﬂ>1 Si ha allora ) i
pel N LR Ky (00 XY 6 23w
Tn+1—X]:(Sl—X1)\/(SQ—X])V (S,H_]—X])

=0VEV VEn—e
(’fl Y CrO)
e quindi

o5y Pl(Tnar = X Igro0p | 7] < PO} 7]
= P[Tff | 7] = P[Tolir, 505 | 7]

(dove l'eguaglianza centrale discende dall’osservazione premessa all’enunciato del teo-

rema}. Ne segue Ea
PIX1 g, 5001 T] 2 P{(Tny1 — To) 2,0y | 7] 2 0.
S S
E cosi provata la relazione {2), e ci6 conclude la dimaostrazione del teorema. O
(Qed)

E chiaro che ogni evento invariante & terminale. Percio, se le X, sono indipen-

denti, la tribn1 J & deg? nere, (gI‘&Z]B alla Legge 0-1 di Kolmogm ov). Il teoretna sopra

— Aoy

dimostrato contiene dunque come Caso particolare il teorema seguente (Legge forte
dei grandi numeri di Kolmogorov):

' Teorema. Su uno spazio probabilizzato (Q, A, P) sia (X,)n>1 una successione di

variabili aleatorie rea.h mtegrabjh _indipendenti e isonome. Allora la successione

1+ -+ Xt/ converge qua‘ﬂ cer tamente e m verso la costante 1
X X g 151 Ji P X



-

Confronto tra il teorema ergodico e la
legge dei grandi numeri di Kolmogorov

Ci proponiamoe di dimostrare, mediante un controesempio, che il teorema ergodico
costituisce un'effettiva estensione della legpe forte dei grandi numeri di Kolmogorov.

1. Richiami. Cominceremo col richiamare I'enunciato della legge forte dei grandi
numeri di Kolmogorov.

(1.1) Legge forte di Kolmogorov. Data, su uno spazio probabilizzato ($, A, P),
una successione indipendente (X, ) >} di variabili aleatorie reali isonome e integrabili,
si ponga S, = X1 + - -+ X,,.

Allora la successione (S, /n),>1 converge quasi certamente e in media verso la
comune speranza delle X,,.

Prima di richiamare I'enunciato del teorema ergodico, converra innanzitutto

richiamare i concetti di evento invariante, di evento terminale, di successione sta-

zionaria e di successione ergodica.

Su uno spazio probabilizzato (€2, A, P} sia (X, ),>1 una successione di variabi-
li aleatorie a valori in un medesimo spazio misurabile (E,£). Si denoti con X il
blocco [X,,]n>1 € con i la sua legge. Si denoti inoltre con & Voperatore di slittamento
nello spazio d’arrive di X, ossia P'applicazione (misurabile) che ad ogni successione
{Zn)n>1 di elementi di F associa la successione (Zn41}n>1. Si denoti infine con 6=
{per ogni intero positivo k) la k-esima iterata di 9, ossia Papplicazione che ad ogni
successione {Zy)p>1 di elementi di £ associa la successione (Zp1)n>1-

Cido posto, la successione (X, ),>1 st dice stezionarie se risulta p = 8(u), cloe
se il bloeco X & isonomo al blocco 8o X (identico a [X,41]n>1). Se cid accade,
allora le X,, sono tra loro isonome. Inversamente, sussiste la proposizione seguente,
di dimostrazione immediata.

(1.2) Proposizione. Se le X,, sono isonome e indipendenti, allora la successio-
ne (X, )n>1 & stazionaria.

Sia ora ¥ una variabile aleatoria su (§2, A, P), a valori in un arbitrario spazio mi-
surabile (F, F). 8i dice che Y & invariante (rispetto alla fissata successione (X, )n>1)
se Y & della forma f o X, con f funzione misurabile sullo spazio d’arrivo di X (e a
valori in (F, F)) verificante la relazione f = f o 6. Si dice invece che Y & termingle
(rispetto alla fissata successione (Xy,)n»1) se, per ogni intero positivo £, & possibile
mettere Y nella forma o T

Y=/ ofFo X = fro [Xn+k]1;t}:1>

con f;, funzione misurabile sullo spazio d’arrivo di X (e a valori in (F, F)).




\

Un evento si dice pol invariante (risp. terminale), se tale & la sua funzione indi-
catrice. E immediato verificare che la classe degli eventi invarianti (risp. terminali) &
una tribu. Essa si chiama brevemente la iribd invariente (risp. la tribu terminale).

| Si verifica inoltre facilmente che le variabili aleatorie numeriche invarianti {risp. ter-
} minali) sono esattamente le variabili aleatorie numeriche misurabili rispetto alla tribu
|invariante (risp. terminale).

Sussiste la seguente proposizione (di facile dimostrazione).

{(1.3) Proposizione. La tribii invariante & contentuta nella tribit terminale.
Sussiste inoltre il seguente classico risultato, dovuto a Kolmogorov.

(1.4) Legge 0-1 di Kolmogorov. Se le X, sono indipendenti; allora la tribu
terminale & degenere (ossia ogni evento terminale ha probabilita eguale a0 0 a 1).

Quando la tribi invariante sia degenere, si dice che la successione (X;)n>1 &
' ergodica. Grazie a (1.3) e alla legge 0-1 di Kolmogorov, la Proposizione (1.2) pué
é§sere cosl completata:

(1.5) Proposizione. Se le X, sono indipendenti e isonome, allora la successio-
ne (X.)n>1 & oltre che stazionaria, anche ergodica.

Ed ecco I'enunciato del teorema ergodico.

{1.6) Teorema ergodico. Data, su unc spazic probabilizzato ({2, A, P), una suc-
cessione stazionaria (X, )n>1 di variabili aleatorie reali integrabili, si ponga, come al
solito, &, = X1 4+ + X,.

Allora la successione (S,/n)n»>1 converge quasi certamente e in media. Se per
giunta la successione (X, )n»1 € ergodica, allora (Sp/n)n>1 converge (quasi certa-
mente e in media) verso la comune speranza delle X,.

2. Costruzione del controesempio. Alla luce di (1.5), I'ultima affer-
mazione del teorema ergodico appare come un’estensione della legge forte di Kol-
MoOgorov.

Come annunciato all’inizio, ci proponiamo di dimostrare che si tratta di un’effet-
tiva estensione, ossia che le ipotesi della legge forte dei grandi numeri di Kolmogorov
sono effettivamente pitl restrittive di quelle dell’ultima affermazione del teorema ez-
godico.

A questo scopo, basterebbe dimostrare che esiste una successione di variabili
aleatorie reali integrabili, la quale sia stazionaria ed ergodica, ma non indipendente.
In realta, noi proveremo un risultato leggermente pitt ricco. Precisamente, noi co-
struiremo (seguendo un’idea di Pietro Rigo) una successione stazionaria (X, )n>1
di variabili aleatorie a valori nell'insieme {—1,1} (e aventi come comune legge la

2



ripartizione uniforme su questo insieme), la quale non solo sia ergodica (cioe tale
' che la tribll invariante sia degenere), ma anche tale che la tribl terminale non sia
degenere {e dunque tale che le X, non siano indipendenti).

Cominciamo col ricordare un metodo ben noto, e molto semplice, per costruire
una terna (Uy, Uz, Us) di variabili aleatorie a due o due indipendenti, che non sia
una terna di variabili aleatorie indipendenti. Per questo, dopo aver costruite (con
lo schema delle prove indipendenti) una coppia (Uy,U;} di variabili aleatorie in-
dipendenti, a valori nell’insieme {—1,1} e aventi come comune legge la ripartizione
uniforme su questo insieme, basta completare la definizione della terna (Uy, Uz, Us)
ponende Us = Uy - Uy, Si vede allora che Uz ha come legge quella comune alle due
variabili aleatorie I/1,Us ed & indipendente da ciascuna di esse; tuttavia, essendo
eguale al loro prodotto, non ¢ indipendente dal loro blocco. (Inoltre si riconosce
immediatamente che ciascun elemento della terna (Uy, Uy, Us) & eguale al prodotto
degli altri due.)

Usando ancora lo schema delle prove indipendenti, & ora possibile costruire, su
un opportunc spazio probabilizzato (£2, A, P), una successione {V,),>1 di variabili
aleatorie a valori in {—1,1}, in modo tale che, per ogni intero positivo Ak, il blocco
[Van+1, Vanta, Vanya] abbia come legge la legge congiunta della terna (U, Uy, Us)
sopra costruita, e che inoltre i blocehi del tipo considerato formino una successione
di variabili aleatorie indipendenti. Inoltre si pué far in modo (sempre usando lo
schema delle prove indipendenti} che, sul medesimo spazic ({2, .4, P), esista anche una
variabile aleatoria J, a valori nell’insieme {0, 1,2} e avente come legge la ripartizione
uniforme su questo insieme, la quale sia indipendente dal blocco {V,]n>1. Infine, pur
di modificare le V,, su un evento trascurabile, si puo far in modo che, per ogni intero
positivo A, la variabile aleatoria Vs 43 coincida dappertutto col prodotto Vigy1-Vapya.

Si consideri allora la successione {Xp)n>1 di variabili aleatorie a valoriin {—1,1}
cosi definita: per ciascun intero n strettamente positivo, e clascun interc j apparte-
nente a {0, 1,2}, la variabile aleatoria X, coincide, sull'evento {J = 5}, con V,.4,.

Verifichiamo che la successione (X,)n>1 cosi costruita possiede le proprieta
desiderate. Cominciamo col provare che essa ¢ stazionaria. A questo scopo, poniamo

V= [Vﬂ]nzls X = {Xn]nzh

e denotiamo con § l'operatore di slittamento nello spazio d’arrivo di guesti due bloc-
chi. La legge di X & allora eguale alla media aritmetica delle leggi dei tre blocchi
V, 8oV, 820V, Dunque, posto A = V{(P}, iz = X(P), si ha

(2.1) p= %(A%—E(A)—I—G%A]),
e quindi
(2.2) 6() = F(6(2) + 62(2) + (V).

D’altra parte, la definizione della successione (V,,},>1 mostra che il blocco GEoV &
isonomo a V, ossia che la legge 6%()) & identica a A. Si vede dunque che il secondo
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membro di (2.2} coincide col secondo membro di (2.1), sicché risulta 8(u) = p. E cost
provato che la successione (X,)n>1 & stazionaria.

Poiché le X, sono, al pari delle V,,, a valori in {—1,1}, provare che esse hanno
come comune legge la ripartizione uniforme su {—1, 1} e sono a due a due indipendenti
equivale a provare che esse sono centrate e a due a due non correlate: e per questo
basta impiegare la relazione (2.1) e il fatto che le V}, sono a loro volta centrate e a
due a due non correlate.

Proviamo ora che la successione {X,,),>1 € ergodica, ossia che la tribll invariante
ad essa associata € degenere. Assegnata dunque una variabile aleatoria numerica
della forma f o X, con f funzione numerica misurabile {sullo spazio d’arrivo di X)
verificante la relazione f = f o f, proviamo che f o X & degenere. A questo scopo,
cominciamo con l'osservare che, per ogni intero positivo k, si ha f = f o 8%, e quindi
foX = fo8* o X. In particolare, cid implica che, per ogni intero h strettamente
positivo € ogni intero 7 appartenente a {0,1,2}, si ha

IgapfoX =1, 5o ggh__j °X
=Ly ot ot oV

=1, 5 fob®ov.
Ne segue
foX=Ffo8hoV

Il fatto che questa questa relazione sussista per ogni h mostra che la variabile aleatoria
fo X & terminale rispetto alla successione {indipendente)

%aVZ:VIhV‘Ji V’?:vSa' L

e quindi & degenere {(grazie alle legge 0-1 di Kolmogorov). E cosi provato che la tribiy
Invariante associata alla successione (X, )n>1 ¢ degenere.

Proviamo infine che la tribi1 terminale associata alla stessa successione non € de-
genere. Per questo, bastera esibire una variabile aleatoria numerica che sia terminale
rigpetto alla successione (X, },>1, ma non degenere. Cominciamo con l'osservare che,
per ogni intero positivo A, il prodotto Vapi1Vapi2Vspis coincide con la costante 1
(grazie al fatto che Putimo fattore coincide col prodotto dei primi due), mentre il
prodotto VipioViptsVaneq € centrato (grazie al fatto che I'ultimo fattore & centrato
e indipendente dal prodotto dei primi due). Poniamo

Y = liminf, X3,1+1X3h+2X3h+3.

La variabile aleatoria Y cosi definita ¢ terminale rispetto alla successione (X, )n>1.
Bastera provare che essa non & degenere. Osserviamo che, sull’evento {J = 0} (non
trascurabile), ¥ coincide con la costante 1. Bastera dunquc provare che ¥ non &
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equivalente alla costante 1. Cio si ottiene osservando che, grazie al lemma di Fatou,
si ha

f{J:]} YdP < liminfy f{J=1} Xant1Xgnr2Xsn45 AP

= lim infy, |, {J=1} Vane2Vani3Vanga 4F

= P{J = 1} liminf} IV3h+2V3h+3V3h+4 dP =0

(dove la penultima eguaglianza ¢ dovuta all'indipendenza di J dal bloceo delle V,,).

E cosi provato che la tribh terminale associata alla successione {X,,)n>1 non &
degenere.

3. Un’osservazione sulla tribu invariante. NelPenunciare i risultati
richiamati nel primo paragrafo, alcuni autori intendono la nozione di variabile aleato-
ria invariante in un senso un po’ pin largo di quello da noi impiegato. Questo senso
piti largo pud essere cosi definito {mantenendo le stesse notazioni del paragrafo 1).

Sia Y una variabile aleatoria su ({2, A, P), a valori in un arbitrario spazio misura-
bile (F, F). Si dice che Y & P—invariante (rispetto alla fissata successione {X,),>1)
se ¥ & equivalente (secondo P} a una variabile aleatoria della forma fo X, con f
funzione misurabile sulle spazio d’arrivo di X (e a valori in (F,F)) verificante la
relazione

foX~ fofoX (mod P},

ossia f ~ f o8 (mod u).
Si vede perd facilmente che, se ci si limita alle variabili aleatorie numeriche (e si
suppone che 'assegnata successione (X, ),>; sia stazionarie), la nozione di variabile

aleatoria P—invariante puo essere immediatamente ricondotta a quella, pit semplice,
di variabile aleatoria invariante. Sussiste infatti la proposizione seguente.

(3.1) Proposizione. Sullo spazio probabilizzato (O, A, P) sia Y una variabile
aleatoria numerica. Le condizioni che seguono sono equivalenti:

(a) Y & P-invariante rispetto all'assegnata successione stazionaria (X,)p>1.

(b) Y & equivalente, secondo P, a una variabile aleatoria numerica invariante
rispetto all’assegnata successione stazionaria (X,)a>1.

Dimostrazione. Basta provare 'implicazione (a) = (b} (I'implicazione inversa essendo
immediata). Supponiamo dunque che Y sia P-invariante. Cid significa che ¥ &
equivalente, secondo P, a una variabile aleatoria numerica della forma fo X, con f
funzione numerica misurabite (sullo spazio d’arrivo di X) verificante la relazione

(3.2) fr~fof (mod ).

Cominciamo con 'osservare che, per ogni intero positivo k, grazie all'eguaglianza
#* (1) = u, la relazione (3.2) implica

fob*~ fof (mod ).
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Ne segue che, per ogni &, si ha
f~ fo6* (mod p).
Se dunque si pone g = liminfg f 0%, si ha f ~ g (mod j1}, ossia ¥ ~ go X (mod P).

Poiché la funzione g verifica la relazione g = g o 8, si vede che la condizione (b) &
soddisfatta. r
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1. Processi e filtrazioni

(1.1) Definizione. Siano assegnati uno spazig _probabilizzato {§2, A, P), uno spazio

misurabile (E, £), un insieme orc{hna_’go I Sia poi X un’applicazione di I x € in E:
\U 7,

X IxN— E.
tico).su (0,4, P), ammettente (E, £) come spazio
Yl me dei temp@ se, per ogni elemento t di I, Papplicazione
parziale w v X(t w) di © in E, denotata anche con X (¢, -) o con Xt)e un’applica-
zione misurabile di {2, .4) in (E €)., i wna .G,

In tal caso, per ogni elemento w di , la fam1gha (X (w))tef,

ne t — X(t,w) di I in E, denotata anche con X(-,w), si chiama la traiettoria del
processo X associata a w. (s -k‘f“)

. ((""'“': I"",.- i e -
ossia Papplicazic-

g Commettendo un innocuc abuso, si confonde spesso un processo X con la fa-
“miglia di variabili aleatorie {X:);c; oppure con il blocco [X¢|e; di queste variabili
aleatorie, ossia con la variabile aleatoria su (2, A, P), a valori nello spazio prodotto
(E1,£97), che a ciascun elemento w di Q associa la traiettoria X(-,w).
Intuitivamente, un processo X si pud interpretare come un modello matematico
per descrivere ’evoluzione aleatoria, nel tempo, di un determinato sistema fisico, il cui
“stato” sia rappresentato, in ciascun istante, da un punto dello spazio degli stati. Per
ogni elemento t di I, la variabile aleatoria X, rappresenta dunque lo stato aleatoric
del sistema all’istante {. Per ogni eventualita w, la tralettoria X (-,w) rappresenta
una delle possibili evoluzioni temporali dello stato del sistema: precisamente, quella
che corrisponde all’eventualita w. Per questa ragione, gli elementi dell’insieme I si
chiamano anche istantt . )

(1.2) Definizione. Nelle ipotesi di (1.1), una_fiftrazione-su(£, «4 F2), ammettente -
come insieme dei tempi, e 'gnaa fam:gha Fi= ftj\te 1 di sottotribu di A, ammettente
T come insieme degl mdml tale che si abbia- Fs C F; per ogni coppia s, di indici
con &< t (dove < designa la relazione d’ordine di I}. Gli elementi della, tribll F;

o) rﬁ{rumii

SONO, detti ghi even,m anteriors all zstﬂnte t (1 elativamente alla filtrazione 7 ).

(t/ O W,n,{lﬂl v UL L ;'- L4 v L7y
Date due filtrazioni .73' G ammettentl 16 stesso insieme dei tempi, &1 dice che F

% & me?o fine di G (o che G & pit fine di F) se st ha 7, C G; per ogni ¢, evie ”‘3}‘% c G
Ced Ty

(1 3) Definizione. Data una filtrazione F = (F;)te1, un processo X, ammettente

come insieme dei tempi una parte J di 1, si dice adaiteto-a-o e, Per ogni elemento

t di J ]a variabile alea.tnrla Xt e mlsmablle rmpet‘ro a Fy: \/( a j*ﬁj(/ € f‘,\l 4y o7

D‘\ '.\D\\-d__‘llg (jlﬁ lJ/‘Xt(!.
(1 4) Deﬁmzlone Dato un processo X avente I come insieme dei tempi, si chiama
%ﬂ"ﬁ%tpﬂe natuml&«dm?g la filtrazione F, ammettente J come insieme dei tempi, cosi

l definita: per ogni istante ¢, la tribll 7; & la tribli generata dalle variabili aleatorie X
con s € I, s <t, ossia & la minima. tribu che renda misurabile il blocco [Xs]ser, s<t-

9[1,;&0“4{) ) \'.f/?(; €L ) ‘2}{1 o ()(t : \ AN g’) y ((f)( A f\.,;;,z'J,f_:f._-éfv \ %

{: 20X
P b {
(3"‘\]:4 "\»‘nff Dot 4 Ginnt Hadsd ad {’Q K oL EIS N EE N

(/ (1. ,g)f(-\ %.._Ar’.;. (st L.J)’T‘,;.\.n g{(‘{fﬁ‘a)




Evidentemente, aflinché un processo X sia adattato a una filtrazione G, occorre !
e basta che questa sia piu ﬁne della ﬁltra?lone natura.le di X. I

A - wadlede / j i A
(1.5) Esempio. Si supponga che g sia la ﬁltramone naturale di un processo {Z;)icy
(ammettente come spazio degli stati un arbitrario spazio misurabile) e che X sia
un processo_reale, cioe ammetiente come spazio degli stati (R B(R)), Allora, affin-
ché X sia adatta.to a G, occorre e basta che, per ogni istanté £, la variabile aleatoria
reale X, sia misurabile rispetto alla tribu Qt, ossia rispetto alla minima trib1 che
renda misurabile il blocco [Zs]ser, s<t. Grazie al lemma di misurabilita di Doab,
questa condizione equivale ad imporre che, per. ogm t, la variabile aleatoria X, sia
della forma

Xt = ft a [Zs]sEI,SSt:

con f; opportuna funzione reale, misurabile sullo spazio d’arrive di [Z4]se;, s<t-

2. Definizione generale di martingala

(2.1) Definizione. Siano dati uno spazio probabilizzato (2,4, P) e, su di esso,
una filtrazione F = (F});¢; ammettente come insieme dei tempi 1'ingieme ordinato I.

Un processo Teale X ammettente I come 1n51€me dei templ s1 dice una ma’rt}m{agala
/\,[“\F\/ !'\J

(c) (Proprieta di Q'_rfr{gonuf?frz degls incrementi) Per ogni coppla (s t) d Jstantl
con s < Pincremento X — X e ortogonale alla tribu 7, . c10e verlﬁca la relazione

AT e il {Clyy T
Ja(Xe ~ )dP = 0 per ognl elemento A di Fy. (5 veed D VI I P
Qo G PIXET = 1 e X )

Si dice invece che il processo X & [rlspetto a F) una sottomartmga?a se esso possiede
le proprieta {(a), (b) ¢ la proprieta seguente: ‘ :

- (¢/) Per ogni coppia (s,t) 4’ lstantl con s < ¢, I'incremento X; — X verifica la
relazione _ _
) 4 Xy — X )dP 2 0 __.jper ogni elemento 4 di F;. (; e d ]rf Kb x HE

Infine si dice che il processo X & (rispetto a F) una sup

tingela se il processo —~ X
€ una sottomarjmgala (Sl vede dunque che una m gala & un processo che sia,
pwnn ot

| nello Stes'ao t}empo una sottomartmgala € una supermartmgaia )
A

.
(ot LN

I 4
L
(f{lr( -y (REAT

y _f-'.'.';_ wel S i
{- ] \ L

(22) Osservazione. Impiegando il concetto di speranza condizionale, si puo dire
che, nelle ipotesi della definizicne precedente, se il processo X verifica le due con-
dizionj (a}, (b), allora, affinché esso sia, rispetto at, una Sottomartmgala (risp. una
abbia P[Xt X, |f] (nsp. P[Xt X, | Fs) <0).
Coml PIAEA > V[ X ], e Ty
{uivic £ 2
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Di conseguenza, se il processo X verifica le due condizioni (a), (b), allora, affinché
es80 sia una martmga.la occorre e basta che, per ogni coppia (s, t) d’istanti, con s < ¢,
si abbia P[Xt X | Fs ] = 0,

/7 (2.3) Osservazione. Se un processo X € una martingala rispetto a una filtrazione F,
allora esso & una martingala a:nche rispetto ad ogni filtrazione che sia meno fine di F,
ma piit fine della filirazione natirale di X (in modo che X sia ad essa adattato)
in particolare, X ¢ una martingala anche rispetto alla propris filtrazione naturale.

| Un’osservazione analoga vale per i concetti di sottoma:rtmgala e di supermartmga]a Yy

v

(2.4) Convenzione. Ogni volta che, nel seguito, si dira che un processo X & una
martingala senza riferirsi esplicitamente a una. particolare filtrazione, sara sempre
sottinteso che ci si riferisca alla filtrazione naturale di X. Un'analoga convenzione si
' / / adottera per i concetti di sottomartingala e di supermartingala.
-

3. Martingale con tempi discreti

Di qui in avanti, tutte le filtrazioni considerate avranno come insieme dei tempi
I'ingiem N egh interi positivi. Cosl pure, tutti i processi considerati saranno (salvo
esplicito @vviso contraric} proce s’ 'realz aventi N come insieme dei tempi. Per pro-
cessi di questo tipo, la deﬁmzlone dl martingala si pud leggermente semplificarel*] -
Precisamente, date un processo X, per verificare che esso possieda la proprieta di
ortogonalita degli incrementi, basta verificare che questa proprieta valga per gl incre-
menti della forma X, — X, _j,.conn.2>.1: infatti 'incremento relativo a un’arbitraria
coppia (h, k) d'istanti, con h <_k, & somma di un numero finito d’incrementi del
tipo particolare sopra descritto. (Una semplificazione analoga vale naturalmente a
proposito dei concetti di sottomartingala e di supermartingala.)

\ (3F) Osservazione. Se X & una sottomartingala (risp. una martingala), la sue- -
cessione (P{X,]), o © crescente (risp. costante).

Ricordando che, se una variabile aleatoria centrata € indipendente da una fissata
glbu le & ortogonale, & facile costruire un paio di esempi elementa:r] di martingala( {e
s UlUHJ’ TR ATE: \m 4 -"\Ut.-"qf,(nw 3.
(3. 2}&86111})]0. Assegnata, su uno spazio probabilizzato (£2,.4, P), una succes-
sione (X n)n.>1 dl var:abﬂl aleatorie reall mdlpendenti «-centrate, si ponga, per ogni
intero posﬁwo n feqim)
. Sﬂ.' :'-Xl +-+ Xn (ll] partiCOIarea SU_?O)s (20309, et peadendy )

COAN N A AN

(3.3) ig Fo = T Xy, Xa) (in particolare, JFo = {f), Y. Vv, G 0(5

Allora il Processo {(Spin>o & una__martmgala rispetto alla ﬁltra,zmne (Fr)n>o. Infatti ¥
€530 possaedc in ‘modo evidente la proprieta di adattazione e quella d’integrabilita,
e inoltre, per ogni interc n strettamente positivo, 'incremento S, — S,..1, essendo
identico a X,,, & centrato e mdlpendente da. (dunque ortogonale a F,,_1).

Si osservi che, essendouX =8, = Sp_q pern > 1,,1& filtrazione (Fy,)n>p non &
altro che la filtrazione naturale-del processo {Sn)n>o- Ttk

ﬂ

Ty J.,‘

& £ e / S
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(3. 4)/’§Esemp10 Assegnata, su uno spazio probabilizzato (2,4, P) una succes-
sione (Xn]n>1 di variabili aleatorie; reah _indipendenti, (integrabili e}di speranza umi-
taria, s1 ponga, per ogni intero p051t1vo n

Y, = HJ X (in particolare, Yo --_§) L b e )

T AR ,\; )= Y e o )
Allora il processo [Yn)n>{) & una 1
da (3.3). Infatti esso possiede in ‘modo ovvio la proprxeta di adattazmne e quella di
d’'integrabilita, e inoltre, per ogni intero n strettamente positivo, si ha

PlY, =Y, 1| Fno1] = P[Yuo1 X — Yoo | Fact ]
_P[Y _( _ml)l.?-'n 1]=0

(dove Veguaglianza finale & dovuta al fatto che la va,rlablle aleatoria X, — 1, essendo
centrata e indipendente da F,,_1, & ortogonale a F,,_1).

Si osservi che Pincremento Y, —Y,,_1, pur essendo ortogonale alla tribn 7, _ 1, DO
& (in generale) indipendente da essa {al contrario di ¢id che avviene per I'increménto
Sp — Sp_1 nell’Esempio (3.2}).

4. La trasformazione di Burkholder

(i
(4. 1) Definizione. Su uno spazio probabi]izzato, munito di una ﬁltrayione F,un

per ogni mtero n Strettamente positivo, la varlabﬂe aleatoria V,, & “misurabile r;spetto
alla tribit 4. (Un tal processo ¢ evidentemente adattato alla filtrazione F.)

AR P
CANEI i"J( e < dffj meg & - t“-;-';] {{n(}(q r Ve o My r 0 s

(4.2) Definizione. Su uno spazio probabilizzato ({2, A, P), munito di uma -
trazione F, siano dati un processo X, adattato a JF,eun proceeso vV, prenghbﬂe
rispetto a F. Sia poi Y il processo caratterizzato dalle relazioni

ATl

(43} YO = XD: Y Yn 1= V (Xn - Xn—_l) per n 2 1:

__ossm deﬁ 1t0 dalla relazione esphcita

(4.4) DAL

‘94\ iy i
)a]lora il tmsfomato secondo Burkholder, del processo X me-

revedibile V. Fsso si denota taivolta col sunbolo X oV

11 processe Y(', si
diante il process

due affermazioni seguenti: . _
(a) Se il processo X & una marrmgafa rispetto a F, taJF é 1} processo Y.

(b} Se il processo X & una sotf;oma;’tmgaia rispetto a f e se il processo’'V &
pOSJtJVO allora anche ‘il processo Y & una ‘sottomartingala rispetto a F.

e
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Djmostrazmne Basta osservare che, per ogni mtero 1. strettamente positivo, grazie

alla seconda delle relazioni (4.3) e al fatto che V,, & misurabile rispetto a F,_1, una

4, versione della speranza condizionale P[Y — Yo 1| Fass ] si ottlene moltlphcando
- ){“%ﬂ per V,, una versione di P[X —Xpo | Fae ] \);m}_.,f. - YN [ o, 1 K Koy )\ (;,,.;__'

> me- "\rl 23 1 :

X H XS (4 6) Osservazione. Nell'enunciato di (4.5), Pipotesi che le Y siano mtegrabili pud

) o eSbere omessa (in quante automaticamente verificata) quande le V, bla.no hm tate:

cid risulta immediatamente della relazione (4. 4).

£l

el A

L Templ d’arresto e teorema d’arresto

(5.1} Notazione. I()a;m su uno spazio probabilizzato, una variabile aleatoria $ a
valori in NU {oo;} e un processg. X si denota con X g la variabile a]eatorla Lhe & nulla
su {9 = oo} € Cheﬂ\per ogni mtero positivo n, coincide con X, sull’evento {S =n}.

¢ 5% 20 g K
SR it
(5.2) Definizione. Su uno spazio probabilizzato, munito di uns, ﬁltramone F.slaT
una variabile aleatoria a valori in N U {oo} Si denoti con V il proces;o}, avente N*
come insiéme dei tempi, definito da

{5.3) Vi, = I{nﬂw_:}5 per n> 1.

definito & preved _blle r15petto a ]:' ossia se, per ognl intero n strettamcnte positivo,
I'evento {n < T} appartiene alla tribit F,, 1. Se cid accade, il processo V si chiama
il processo-diarresic associato al tempo d’ arresto T.

(5.4) Osservazione. Nelle ipotesi della definizione precedente, la condizione af-
finché T sia un tempo d’arresto si puo formulare, in modo equivalente, imponendo
che, per opni intero n strettamente positivo, 4 complementare dell’evento {n < T}, (s o
ossia 'evento {7 < n — 1}, appartenga a F,_1. In modo ancora equivalente, la
stessa condizione si puo formulare 1mponendo che, per ogm mtero pOSJtlvo n, si
abbla. {T'<n}e Fn. T, ,;E y— wlule) (s %}a e, 2 ":- oo [ Temle @
[:}—‘Mﬂ ]ml A Tangsl by .

Nelle ipotesi della Definizione (4.2), & interessante analizzare la forma paItlcola.re
alla quale si Pduce il* p‘roces 50 Y (trasformato, secondo Bu%der del” processp 1}{
mediante i1} proce§so Prevedl ﬂe V') nel caso speciale in cui V sia il processg, d’arre'sto
associato a un tempo d’arresto T. In questo caso, la relazione (4.4) che definisce Y,

N,

si riduce alla forma % wivo

]

[ ik JJ_'\
Z{ |_rl - rn_-,L,U-ﬁ.L“_)}
|

?x,,}’ Ay

ke

e r'.!'l‘}

A

(i)
(5.5) Y= Xo+ Engyen Hiery 5= Xima)= X0 L1006 - X0
’ 1) e
= X5+ Zj::l I{J{n{_\_T} (X; — X;_ 1) Xm\T
( RS A C O Ky
(dove Yultimo membro ha il senso convenuto in (5.1)). s o ’f L
AL N (g avedis AT
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(5.6) Definizione. Nelle ipotesi di (4.2), si supponga in particolare che il processo
prevedibile V sia il processo d’arresto associato a un tempo d’arresto T (ossia il pro-
cesso definito da (5.3)). Allora il trasformato di X mediante V secondo Burkholder,

ossia il processo Y definito da (5. 5) -si chiama il processo.ottenuto-arrestando-J--al
tempo-darreste &', e si denota con XlT JSi ha dunqgue, per deﬁnmone,

(5.7) (XIT)n =m\T | per > 0.

Si osservi che, per ogni elemento w d] Q la tlalettorla di X7 associata a w coincide
con X(-,w)su NN{0,T(w)] ed & ?ostante su NN [T{w), o0].

{1 ey 0 B
Usando la locuzione introdotta nella definizione precedente, si pud enunciare la
proposizione seguente (conseguenza immediata di (4.5) e (4.6)).

3 i (5.8) Proposizione. Sia T un tempo d’arresto, relativo a una filtrazione 7. Allora,
{ se X & una martingala (risp. una sottomartingala) rispetto a F, tale & 11 processo X'T
| ottenuto arrestando X a T (ossia definito da (5.7)). -

Un’ulteriore utile conseguenza del Teorema (4.5) di Burkholder & il teorema

seguente, noto come Teorem, g_d grresto.

MWMWMMW s b 5
3 (5 9) Teorema Sja X una usoﬁr;o)maa tmgala nspetto a una ﬁ}trazmne 7. Slano

?-‘vm_.....v- " st

g;}a vanabﬂe aieatona X} —XS (mcremento di X ne] passare daﬂ istante aIea@orio S
all’istante aleatorio T ¢ e mtegrabﬂe e si ha

{
/ %(5 10) P[XT B XS] > 0
|

\Questa diseguaglianza si riduce a un’eguaglianza neI caso particolare in cui X sia una |
5y martmgala

™ " AR v .
. - - LTI g i S o P i e T

Dimostrazione. Pur di sostituire il processo X con il processo (X, — X{})nzg (che &
ancora una sottomartingala rispetto a F, e il cui incremento tra gli istanti aleatori
S, T & identico a quello di X), si pud supporre Xg = 0. Consideriamo allora il
processo V' (avente N” come insieme dei tempi} definito da

Vi = f{s<n<T} = {ngry = Iingsy per n2z1 A G

31 tratta di un processo prevedibile, hmstato e positivo. Detto Y il trasformato,
secondo Burkholder, di X mediante V si ha Y XIT Z X185, Percid, se m & un

.r| 1S (‘_E.r Ty

intero che maggiori T, si pud scrivere ' i
Y = Xoar — Xmas = XT — Xs.

Grazie al Teorema (4,5}, ¥ é ancora una sottomartingala. Dunque Y, & integrabile
e inoltre, essendo ¥ = 0, 'Osservazione (3i1) mostra che si ha P[Y,,] 2.0, E chiaro
infine che questa diseguaglianza si riduce a un’eguaglianza nel caso partlcolare in
cui X (e quindi Y¥') sia una martingala. LAl

(5.10) Osservazione. Nel teorema precedente, Xp & integrabile (come si vede
applicando il teorema con S = 0) Di conseguenza, anche Xg & integrabile.

L4 W 1K J F I
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Su uno spazio probabilizzato (Q A, P) sia X un processo reale, ammettenteN come
insieme dei tempi. Fissata una coppia (a,b) di numeri reali, con a < b, si ponga

e cosl wa Sl ponga 1n01tre

[ -u|':',’.-1 i

(1)

DT

e, per ogni intero positivo

(2)

fif%f?‘} .ma
=inf{j € N: X;{w) = b}, (£0)
=inf{j € N: X;(w) <a, j > Si{w)}, ¢ (20),
=inf{jeN: X;(w) > b, j > Ti(w)}, f)f}
=inf{j e N: X,(w) <a, 7 > Sa2(w)}, {_
A
ﬁ.( ).?j] :
" O
D :Ek21 I{Tk_<oo} ’
A ®
a b

7,

n = Zk)l Iimy<ny
(0, 03

riabile aleatoria D che & eguale all’ uwlluppo SllpPI'l()lP della successione crescente
(Dp ),n;.g, si puo invece chiamare “numero totale degli attraversamenti in discesa del-

Pintervallo [a, b] da parte del processo X”. @(ALM[H Du 1T

Sussiste il fondamentale teorema seguente, dovuto a J. L. Doc_)_b.

(b—

<b ~a)P[D] < P [(X, -

e (*’ P{!/\ ﬁl;

a) Zkzl P{il}c g n} < P [(Xn — )],

A questo scopo, poniamo, per ogni intero &k strettamente positivo,

$
i LS
é Ak" " XTk Ay XS;ﬂ Mo " 1

-

; .
j Loy

N 't q B

del Processo X Pel’ranto g;ra,?le d] teorem& d’.:m m’ro la V‘erblle a.leautorla A;,. hd

£ i g = s b R
r,’J} &) jc {’ [ l:\_({)( ; o
« TEE O ([_ T
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da m(b\— a) "$i ha dunque Foam Ay B =7‘?' j (¢l

/\.3._[ Ay gﬂ ) ot

0 < PA]l = f{sk<n<&";ﬂ} ApdP + f{Tkgn} A dP,

< f{sk<n<Tk}(X“ - b) df — (b - (1) P{Tk < 'n,}

Ne segue _
B (b=a) P{Th <0} < g cnery Xn — 8P ]

Di qui, ponendo Ay = {S, < n < Ty}, A ={J,5; Ak, € osservando che gli insiemi A,
sono a due a due disgiunti, si ricava

(b—a) oy P{Th £ 1} £ [4(Xn — B}dP < P[(X,, — B)*].
Il teorema e cosi dimostrato. [
Corollario. Nelle stesse ipotesi del teorema precedente, si supponga che la sot-
tomartingala X sia limitata in L', nel senso che il numero ¢ = sup, P[|X,|] sia

ﬁmto -Allora la successione (Xn)nz0 converge quaSJ cer f;amente verso una variabile

aieatorja reafe jntegrabjle e R T )

L L T R e e et o e { e

DJmostrazmne. Commma.mo col provare che le due variabili aleatorie numeriche .
{;{ f.‘!{rk{.i .'ruc'r:.{\':jjr"-.?.[ -i_ \i

{3} lim inf,, X,, lim sup,, X,

sono equivalenti secondo P, ossia che P'evento {liminf, X,, < lim <:11pn X } e trascu-
1a,blle Questu evento € lunlone degli eventi della forma SR

uf \ et S s
i [l.

(4) {liminf, X,, < a < b < limsup,, X,, },

dove (a,b) sia una coppia di numeri razionali, con a < b. Bastera dungque provare
che ciascuno di questi & trascurabile. Cid si ottiene osservando che I'evento (4) &
contenuto nell’evento {D = oo} (dove D & la variabile aleatoria definita da (1))
e che, grazie alla relazione

(b— a)P[D] = (b~ a)sup,, P[D,] < sup, PI(X, — 0] <c+1b,

a variabile aleatoria D & integrabile (e quindi quasi certamente finita).

Se poi si denota con X, una variabile aleatoria mumerica equivalente, secon-
do P, a ciascuna delle due variabili a,leat:()rle (3), il lemma di Faton mostra che si
D ity
ha o {WJ FEIEENEARE VS

[|Xm” < hm inf, P[|X]] <e.

St vede dunque che XOo & mteq bll(, e qumdl equivalente, secondo P, a una variabile
aleatoria reale integrabile. Il corollario & cost dimostrato. W
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_ Martlngale chiuse
‘e teorema di Radon—leodym

1. Martingale chiuse

Su uno spazio_probabilizzato {§2, A, P) sianc assegnati un processo reale X e
una filtrazione F, ammettenti entrambi I'insieme ordinato 7 come insieme dei tempi.

- Sisupponga che X sia adattato a F e che ciascuna delle variabili aleatorie X; sia

integrabile.

Se esiste un elemento Z di ﬁl( ), tale che, per ciascun istante ¢, si abbia

(1.1) [y XedP= [, ZdP per ogni elemento Adi 7,

SV -
{od. ML L K- LU( J L P ELED

allora X & una maltmgalar rispetto a F. Infatti, per ogni coppia (s,t) d’istanti con
s < t (dove < denota la ‘telazione d’ordine di I) ed ogni elemento A di Fg, i due
integrali fA X dP, fA Xy dF sono tra loro eguali, essendo entrambi eguali a fA ZdP.

L’implicazione inversa & falsa in generale: ossia, se X & una martingala rispetto
alla filtrazione F, non sempre esiste un elemento Z di £*(P) tale che valga, per ogni ¢,
la relazione (1.1). Quando un siffatto elemento Z esiste, si dice che esso chiude la

martmgala X, e questa si dice una ma.rl}mgala, chmsa

(1.2) Esempio. La martingala X & certamente chiusa se U'insieme I dei tempi
ammette un massimo elemento. Infatti, in questo caso, detto w il mabsuno clemento
{CE {I{ : t;:ﬂ}r'fv%o \che la variabile aleatoria- X .chiude la martmgala X.

Da un teorema che dimostreremo pit avanti (si veda (2:5)) risultera che, affinché
una martingala X sia chiusa, & necessario che le variabili aleatorie X; siano uniforme-
mente integrabili. Ci si puo domandare se questa condizione sia anche sufficiente.
I teorema seguente risponde affermativamente alla domanda nel caso particolare in
cut I'insieme dei tempi sia N. '

(1 3) Teorema. Su uno SdelO probab;hzzato (Q A P) sia F una ﬁltz -azione, am-
mettente '? me insieme dei temp1 e sia X una martmgLaJa rispettoa F. Si suppOJJga

¢ chiusa. Py premscunonte' Tas successione (X )n>g convorge "qu.ta& ceﬁ'ta;mente e

H}ﬁ;l—(P verso una Varubﬂe aleatona re}a,le Z, la qua}e«ﬂhzuc}e la mart:nga!a X

)

.Djmostraajone Dall'ipotesi di uniforme integrabilité discende in particolare che la
successione (X,,) ¢ limitata in £1(P). Un noto corollario della diseguaglianza di Do /!ob
sulle discese mostra dungue che la successione (X, ).»0 converge quasi certamente,,

verso una variabile aleatoria reale Z, Grazie al teorema dj Vitali, la conver genza, ha
f{m».!fln[!“t(‘ 3 N

1




luogo anche in III(P) Rimane da provare che Z chiude la martingala X. A questo
SCOpO, ﬁssmmo un intero positivo m e un elemento A di F,,. Si ha allora

N Ja Xom M’j;XdP per n>m.

Di qui, sfruttando il fatto che la successione {X,)n>¢ converge in £'(P) verso Z, si

ricava I'eguaglianza
[, XmdP = [, ZdP.

E cosi provato che Z chiude la martingala X, 0

Il teorema che segue estende parzialmente il risultato precedente al caso di una
martmgala ammettente come insieme dej tempi un insieme ordinato filtrante,

; (1 6) Teorema Su uno spazm probabﬂizzato (Q A P) sia f una ﬁltrazmﬂe, am-

Pil precisamente, la famlgha, (Xt)te ;. converge
1{}7‘) Verso una vanabﬂe aJeatorJa r(gaie Z) la- quai&eh}ude la martingala X.

Djmostrazmne Per ogni successione crescente (t )n>0 dl elementl di 1, la succes-
sione (X, ). ., ¢ uniformemente mtf,grabﬂe ed e una martingala rispetto. alla fil-
trazione (Fi, ), Grazie al Teorema ( 3) ,, €55 ¢ dunque di Cauchy nello spazio
pseudo-metrico L{P). Per I’ albltraneta della successione crescente (t )n>[}, cio per-
mette, com't noto, di affermarc che la famiglia {X¢)ser & di Cauchy in LY(P). Grazie
alla completezza di £1{P), essa converge dunque in £1{P) verso una variabile aleato-
ria reale Z. Rimane da provare che Z chiude la martingala X. A questo scopo,
fissiamo un elemento s di e un elemento A di #;. Si ha allora, indicando con < la

relazione d’ordine di 7,

fAXSsz j'AXth per §<t.
Di qui, sfruttando il fatto che la famiglia (X;);c; converge in £! (P} verso Z, si ricava
I'eguaglianza

fyXsdP = [, ZdP,

E cosi provato che Z chiude la martingala X. W

\ 2. Il teorema di Radon-Nikodym

Ci proponiamo ora di esporre una semplice.dimostrazione del teorema di Radon-

Nikodym, fondata sull'impiego del Teorema (1.6). ?ef*

.1) Teorema. {Radon-Nikodym) Su uno spazio_ mlsurabﬂe {(©2, A) siano p, v due\,

- misure finite, tali che v sia assolutamente contmua r:spetto ap {cioé tali che ogni
insieme trascurabﬂe secondo pt §ia trascurabile anc:hP ‘secondo ). Allora (‘SJSte un i

elemento Z di t:l( ) tale che si abb;af‘u

} ) v(A)= [, Zdu per ogni éf;én]ellto Adi A, ({

" : rr - e B ..
e CHATHATE D e e
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£ \uu” {c(}’ ;\-’ fof

P T I
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Dimostrazione. Cisi pud limitare al caso in cui v sia maggiorata da p. Per convincersi
di cio, si supponga acquisito il teorema in questo caso particolare. Allora, nel caso
generzle, posto A = p+ v, (Clascuna delle due misure g, 1/, essendo InagngI'dtd da A

$1 potra Lsprunere come una’ mlbmeﬁ & base A SR

fr )

iw=fA, V=g A

Inoltre, posto A = {f = 0}, l'insieme A sard trascurabile secondo i, dunque secon-
do v, dunque anche secondo A, cio che permettera di serivere le relazioni seguentl

o .O.J

p= G A > A=) o s v= (o + 107 )

{3 he o)

Possiamo dunque supporre v < . r“Ii;l}_oltle poiché la tesi si riduce a una banaliti

quando u sia identicamente nulla potremo anche supporre che la misura y sia nor-

mqllzzata La mdlchcremo alléra con P
(1 T in YL el e -j,fl’l.'lﬂl(’}; f{{ vt e

Sia I 1 mamﬂne di tutte le partmipmvﬁlmte &1 £ costituite da elementi di A. Se P
& una siffatta partizione, allora la trlbu T(P) da essa generata & formata da tuttele
unioni di elementi di P (ivi compresa 'unione della famiglia vuota). Considereremno
]’ulslenL;E? T come munito della relazione d'ordine cosi definita: la partizione ¢ segue

_ ha partizione P se Q ¢ pin fine di P, ossia se la tribu 7{Q) contiene la tribu T{P).
(_‘ mflmmii * Questa relazione fa di I un insieme o Miltrante. Consideriamo il processo
' i“e,é_;:___l_g..-X, avente I come “insicme dei tempi”, cost definito: per ogni elemento P di 7,

la Kfaria’r)ilt; aleatoria Xp € data dalla formula

O .u!t": /‘\ {er‘ 24 l)( Ay jt{.{;f{

' 2.2 Xp = P : :
e (2.2) P =2 acp, P’“#D({((i{;fn3) AT e 460 o S0 0
(%) ?f{?{d 51 osservi.che Xp & una variabile aleatoria semplice su (2, A) misurabile rispetto .~

her alla tribu T(P ) Sul generico elemento A non trascurabile della partizione P, essa {svn

¥ assume il valore costante v{A)/P(A) (mentre & nulla fuori dell’unione degli elementi
050 non traseurabili di P}, Per ogni elemento non trascurabile A di P, st ha dunque

[a X 97 = P (AR PL) =) il Yo
p— W0 'z%"

Ma 'eguaglianza //

.............................. uuﬁn Al fe ?-r-’ ,-’I‘\, &

\

(EL due a due dlbglunt]) Si vede dunque che, se @ e un elemento di I piu fine di P, "4 4 ¥ v)
i allora, per ogni elemento A di 7 (P), i due numeri fA XpdP, fA X g dF seno tra loro
7 leguali, essendo entrambi eguali a »(A). Cid mostra che, sullo spazio (©2, A, P), il
l processo X & una ma,rtmgala rispetto alla filtrazione

Lo ™ ;
ivﬂ%3©4@,%¥A¢§g% (TP pe, - |
sz._)\/ o Xiid¥ = o )

i 3
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grabili. Grazie al Teorema (1 67, ne segue che la famlglla, (Xpr) Pt converge in. £l (P)
verso una variabile aleatorja Z, la quale chiude la martingala X. B facile vedere
che Z possiede la ploprleta demdelata Infatti, assegnato un elemento A di A, &
chiaro che esiste una partizione P, appartenente a [, tale che A sia un elemento della
tribl 7{P). Se allora si tiene conto dell’eguaghanza (2.3) e del fatto che Z chiude la
martingala X, si trova

v(A)= [, XpdP = [, ZdP.

Ii teorema & cosi dimostrato. 1

E noto che il teorema di Radon-Nikodym & lo strumentg_fondamentale per di-
mostrare 'esistenza della speranza condizionale. D’altra parte, una volta acquisita la
nozione di speranza condizicnale, e possibile impiegarla per caratterizzare nel modo
seguente il concetto di martingala chiusa.

(54) f‘fﬁposizi&he “Su uno Spazm probabzhzzato (Q A P) S1An0 asseguat; uﬂ?
processo reale X e una flltrazione 7, anumetient! entrambi l'insieme ordinato I come!
;msmme dei tempi. Sia inoltre Z un elemento di £(P). Affinché X sia, rispetto a F, sj
‘una martingala CJWZ occorre e basta che per ogni elementot di I, la Vanabﬂef
fafe?fona X sia una Verswne deHa speranm condizionale P[Z | ]—}] ;’
Questa, carattenzzamone permette, qua,ndo 513. assegnata, su uno bpamo proba—
bilizzato (£, .4, P), una filtrazione F = (F)ics, di costruire, per ogni elemento Z
di £1(P), un processo X che sia, rispetto a JF, una martingala chiusa da Z: per
ottenere un tal processo, basta scegliere, per ogni elemento ¢ di I, una versione X,
della speranza condizionale P [ Z | F ] '

Il teorema seguente mostra che, se si parte da una famiglia di variabili aleatorie
uniformemente integrabili, e si opera su di esse con operatori di speranza condizionale
{eventualmente relativi a sottotribit diverse}, si ottiene sempre una famiglia di varia-
hili aleatorie uniformemente integrabili.

ot b g s e

.Teorema Su uno Spﬂz_’JO probabﬂjzzato (Q A P) sia (Z'],;ef una famjgl

nch’essa I come insieme deglj jndjci .
=~ speranza condizionale P[ Z; | F; ].

) Allora la famlgba Xilier & unn‘o:memente_mt;egrabﬂe

- fmﬁp /[ il ot / V{ tlu’j {ﬂl.‘f[(rm “) e (‘51[',}

e mostrazIOHG (Irazie alla decomposizione Z; = 'ZHZW AZE , 81 puo SUppoITE, Senzd

ledere la generalita, che le Z;, e quindi le X, siano positive. Poiché le Z; sono (

uniformemente integrabili, posto : e

Per ogni indice i, sia X.@__ una versione dells

¢ =sup; F [Z.;} = Sup; P [Xi] ,

4



si ha ¢ < oco. Fissato un numero reale « maggiore di zero, si scelga un numero reale §
maggiore di zero, tale che, per ogni evento A con P{A) < 4, si abbia

sup; [, Z;dP < e.

Sia poi t un numero reale maggiore di zero. Per ogni elemento ¢ di I, si ha allora
(diseguaglianza di Markov)

tP{X; >t} < P[X] <
Dunque, se t & tale che risulti ¢/t < §, allora, per ogni ¢, 51 ha P{X; >t} < ¢/t <9,
e quindi

E cosl provato che la famiglia (X;);e; & uniformemente mtegrabﬂe e

(2 6) Proposml ne, Su uno spazio probabilizzato (0, A, P) sia F una ﬁltraz{gﬁe
1l gnteal A0 g B 2 =X

‘ a,mmef;t;em}e N ome msierme del tempi, e sl ponga fi

(2.7) R (Unso7n)-
:}& .,é o N2 y \
1 Siano inoltre Z- un elemento di Cl(P) e ((X )n>0 una martingala (rispetto alla ﬁi-"&g
s “trazione F) chiusa da Z et X e V[ Z R Vv . f,%
/ Allora (X,,)n>0 converge quasi. certameute e.in. L verso una versione della :Jpe- ?MY‘??,
%‘Mffﬁnza condizionnic P[Z |}_ ] el e e "h i .,{'fi\‘ e G Ho.! it } wfw’;

Dimostrazione. Grazie a (2:5), la martmgala (Xn )n>9, essendo chiusa, & umionne-

mente_integrabile. Risulta dunque da (1.3) che essa converge, quasi certamente e

in. med,la, verso una variabile aleatoria real_? U che la chmdo Denctiamo con V la

‘variabile d,leato:ua reale che coincide con 1a variabile aleatoria numerica lim inf, X, 6;? ' "W{] A
dove questa é finita e con la costante 0 altrove. Poicheé V & equivalente a U/, & thﬂl"(‘)l‘ yiakn ety
lche V, al pari di U, chinde la martingala (X, ), >0 ed & per essa limite nel senso della ) ?
convergenza quasi certa e della convergenza in media. Basta dunque provare che V
& una versione della speranza condizionale P[Z | Fi]. A-questo scopo, osserviamo
innanzitutto che ¥V & misurabile rispetto alla tribit 7 ([X n]nzg& &_S:_[uindi, a maggior
ragione, rispetto a Fo. Osserviamo poi che, per ogni intero positivo n, si ha |

l

LWVdP={ X, dP= [, ZdP per Ac F,

Ne segue

fA VdP = fA ZdP( per A€ Uﬂ_>u Fu.

Grazie a (2.7) (e al fatto che 'unione delle F,, & un’algebr a,) cio haata per concludere. W

WF g J.!U‘UE i ’\ML |J|'frr ,
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Supporremeo fissato uno spazio probabilizzato (£, A, P) Tutte le variabili aleato-

ne ccnsxderate saranno definite su di esso €, se non diversamente specificato, a valori

in | R/ Tutti i processi considerati saranno tacitamente supposti reali, definiti su

(@, A, P} e aventi N:come insieme dei tempi. Assegnati un processo X e una varia-

bile. aleatoria 1" a valori in N U {co}, si denotera con Xr la variabile aleatoria che &
nuila su {T = o} e che, per ciascun intero positivo n, coincide con X,, su {T' = n}. B T, X
J\->n AR

E 1101; che ogni martingala (e, pit in generale, ogni sottomartingala) che sia_
limitata in é (P) converge quasi_certamente verso una variabile aleatoria reale m—g
tegra,blle Ci propomamo d1 1llustrare alcune COHng‘UEHZE di questo fondamentale

reiazmm \
N PlX}] - P[X, ] =P[X.] = P[Xo}
_ o
X @ limitata in £*(P) non appena sia limitata una de delle due successioni numeriche

- PIXses (P Do

In particolare, X & limitata in £!(P) se le variabili aleatorie X,, sono tutte maggiorate
da un medesimo elemento di £1(P) (oppure tutte minorate da un medesimo elemento
di L1(P)).

1 Teorema. Sia (Xn)n>1 una successione di Vanabﬂl afeatone appartenenti
L a £2(P)J centrate, indipendenti, e si ponga S, = X + . 4+ X,. Se la succes |
ioné T, n)nm{com;erge in L2(P ) (czoe se si ha Z >1 Var(X ), allora essa é

-"2. Corollarm. Sja (X )n;.] una successione dJ variabili aIeator:e appa,rtenentl_

" una succesmone crescente dl numerl reali strettamente pOSJtlw, Ccon

(ocy an T oo, > Var [X, /a,] < oco.

Allora la seric ., (Xn/ay) convergequasi.certamente, e quindi (per il classico Lemma

di Kronecker) Ia successionc (S / an)ﬂ>1 converge QUﬁSi -eertarmente-verso-zero. ;
(U {\”‘J( - \f“'lf' AL \l(.-"-‘-.::" Ko e oy LR 00y o R etk g T [i‘ o T, ST P e --~1"\{rnh-1ﬁ'|_‘_:-.:. ks

i+

T¢I Se nel COI‘OH&F]O precedente, si prende a,, = n, si trova un rmultato enalogo alla
legge forte dei grandi numeri di Rajchmann (con Vipotesi d'indipendenza in Tuogo
della semplice ipotesi di non correlazione, ma, in compenso, con un'ipotesi pii debole
della limjtatezza delle varianze). (X..ys A

£ a%na I?a?}llélé\lﬁ;rcrsigne del le('n/“{gma 1 fo:rnitﬁ dal teorema seguente (nel quale
la semplice appartenenza delle X,, a £2(P) & sostituita con un’ipotesi ben piv severa:
quella della loro gquilimitatezza).

3

}flrlt\\‘\j‘\{ o g o LA -'\‘--'nr.':\_-'l..-i_-{t.i‘r\\-{{fk T Ace @\-{- . {]J[T ]/!g) _ Kl

(et afbso o 5 Deioo PR 1w P14 Py

1
Ay .y » Sy
=) (3:’_’_\”( j)} Akl ol dpedy A ( _J A ,[? 9 il "U-‘. ’ "‘-"fl\__
Hee u\"/c'-;a'_'fr.‘r j S . ja-‘.-i o D
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3. Teorema. Sia (Xa)n>1 una successione di variabili aleatorie egquilimitate, cen( e
{trate, indipendenti, e si ponga Sy, = Xy + -+ + X,. Se la successione (S, )n>0 non” " -
, converge in L2(P) (cio¢ se risulta Zn>l Var [X | = cx.‘a) allora si ha (o ) g

@ff - P{bupn IS | - DO} =1, (oo 5. il i et i fitdn 3;«"
D

imostrazione. Denotiamo con ¢ una costante reale che maggiori i moduli di tutte
le X;,. Denotiamo inoltre con F la filtrazione naturale del processo (Sn)n>0 RlCDl-
diamo che questo processo & una martmgala Di conseguenza, il processo (52 )nso’
e una sottomartingala. Ricordianio in che modo se ne possa costruire un compen-
satore prevedlijile {ossia un processo prevedibile V tale che il processo (52 Vo )

n=0
sla una martmgala). basta prendere, per ogni intero n strettamente positivo, una

versione I, della speranza condizionale

[1) P[Sﬁ._‘sﬁ—]l}-ﬂ—l] (:'-'
e porre quindi, per ogni intero positivo n, =

Vo=Di+ -+ D, (in part;co]are Vo =0).

D’altra parte, la speranza condizionale (1} & identica {come a suo tempo osservato)
alla speranza condizionale P[X,;‘: | Fr-1 ]} la quale, grazie all’indipendenza di X,
da F,_1, ammette come versione la costante [, = P[XQ} Va.r[ 1r1,]' In conclu-
sione, la sottomartingala (§2), > ammette come  compensatore prevedibile ii processo
“deterministico” V defimto da

Vo = 3, Yar[Xg] = Var JLS?] e (Sh

LR

|r*~.

Si tratta di provare che, per ogni numero reale po::__'_‘llvo a, & trascurabile’ I'evento
{sup,, |Sn| < a}. Questo evento & identico a {T' = oo}, dove T' denota il tempo
d’arresto cosi definito: T(w) = inf{n € N |Sa{w)| > a}. (Si osservi che 8 T > 1.)
Si tratta percid di dimostrare la relazione o (5

(2) P{T =0} = 0.

Poiché il processo (SQ Valn>o & una martmgala nulla-all’istante zero, tale & anche il
processo ottenuto arresta.ndolo all’ist ante T Dunque per ognl intero n strettamente

positivo, si ha {{rese evidls v S ._-t_. s\ ST mka)

P[SRAT . nAT} O:
e quindi _
P[Vanr] = P[S3ya] < (e
dove la diseguaglianza finale discende dalla relazione

LT

|SnAT| < rSnI\T S_(ﬂf\T)mll + |S(nAT}—1| =< c¢+a.
Ne segue, a magglor I‘"-gIOI"le, 0 R S

P [Vorr Iizeooy] < (c+a), CTrrs B o Vs - Mo )

ossia V,, P{T = oo} < (¢ + a)?. Di qui, essendo V, 1 oc, si ricava la rl‘alazioﬁé"(:?.] da
dimostrare. - 0



“successione (X, )p>1 di ¢ segni . aieaton ”, ossia di variabili aleatorie indipendenti.¢

~quali la successione Ek 10k k]

. 5. Teorema. Rispetto a una ﬁltrazione F ﬁ?sfsafa su (Q A, P), sia X una’ ﬁlart,ugg_la

quasi certamente. i

4. Corollario. Siano assegnaf;e una successione (an)n>1 di numeri reali € una

centrate, a valori in {-1 1% Sl denof;l con A Hevento costituito dai punti di §} nei

n>1 COnverge. * Allora:

(&) Se anl an < 00, 5i ha P(A) =1 (COan.r-.\'Jm.J_ r_'a.|6?\'1£,-'-'>/' A I _
(b) Altrimenti, si ha P(A) = 0.

faa ri.'-r'-"'r'{1'§"3' ﬁ:f/‘-“-"'h'l‘-!l':f'l{? :\ E_'..;sz‘i'.z stk /}

Dimostrazione. 8i ha Var [a;X;] = a2. Percid, nel caso (a), basta applicare il Teo-
rema 1 alla successione (a,X,)n>1. Nel caso (b),la tesi & ovvia se la successione
{(2n)n>1 e 1]111111{1 .ata; altrimenti si ottiene applicando alla successione (@, Xy, )n>1 il

Ll i, faiety St f G iy

teorema precedente. i

n’lrol 1

Il teorema che segne & un'estensione del Teorema, 1. (!9/ A e b;‘ﬁ’ N \ C B & PianBi-o )

(0 B8 A -y

con V un compensatore prevedibile di X?. Aﬂora }a Succe}ssmne (X _)n>g converge
uasi certamente sull’evento {sup, V < oo} r”f\uk\/ﬂ. zeol C [_f/\(.,ljl,m,_,_} ittt |

4

D;rnioe,tra.?fone Senf.a. Eeder]p ]a; generalltfa supporremo che sia Xy = 0. ( L’f{m Aaynre ety
3 SN ee oy A A e A (.;rll sitdatd ~; Y

ek Si tratta di provare che, per ogni numero reale positivo a, la successione (Xn)n>[]
converge quasi certamente suﬂ’evento {sup,, Vo < a}. Questo & identico all’evento

{T = oo}, dove T denota il tempo d’arresto definito da (VaiT

(w) =inf{n € N: V;11(w) > a}.

(8o o) (26
Si osservi che T' & effettivamente un tempo d’arresto (rispetto alla filtrazione JF)
pcrché si pud scrivere nella formna

T(w) = inf{n € N: V. (w) > a},

dove V' denota il processo adattato cosi definito: V,, = V,41. Poiché il processo
(X2 - Vo)r>0 @ una martingala nulla in 0, si ha, per ogni intero positive n,

FETRE

"= P[Vanr] <a

Px2 ]

(dove la diseguaglianza finale segue dal fatto che la variabile aleatoria Vi o7 & nulla
su{nAT = 0} ed & maggiorata altrove da a) CIQ\ rova che la, maltmgala. XIT ¢

o s =
limitata_in.£%( JCP ,ﬂﬁunque quasi certamente convergen{(ﬂ Poiché cdsa coincide con X

gull’evento {T oo |, ne segue che, su questo evento, anche la martingala X converge

6 Teorema. Sia X uné martmga.}a i cul increment! X,, — X,,_1 siano tutti mag-

glerati da un medesimo elemento Z di £1(P) Allora essa converge-quasi certamente

(4

sull’evento {sup,, X, < oo}. L(ﬁbj Ko cof C Ik ool ctod {00 et g
.l K*lﬂ /ﬂ 1 . " ’

Lol
. ,(r._.{.r,“J ifl, ﬁt’ el f_'} < 3
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Dimostrazione. Senza ledere la generalita, si pu6 supporre Xp = ( Ba,sfera provare
che, per ogni numero reale positivo a, la successione ( n)n>0 Converge quasi certa-
mente sull’evento {sup, X, < z}. Questo evento ¢ identico a {7 = co}, dove T
denota il tempo d’arresto cosi definito: T{w) = inf{n € N: X, (w) > a}. (Si osservi
che & T > 1.) Per ogni intero n strettamente positivo, si ha

XoaT = (Xnar = X(namy_1) + Xmary-1 £ Z +a.

Cid prova clie la martingala X7 & limitata-in £1(P), dunque quasi certamente con-
vergente. Poiché essa coincide con X sull’evento {7 = oo}, ne segue che, su questo
evento, anche la martingala X converge quasi certamente. L

“tale che gli incrementil
:Zn 21 Siano tutf:l m&gg}@mtl in modulo da una medemma costa.nte reale c. Sja; '
poi T' una variabile.aleatoria, a valori in NU {co}, con P[T] </cc. Allora if processof
ZIT & dominato in £*(P) (nel senso che le variabili aieatome ZnaT SONO maggmratex

P 1 e 1
§{n modulo da un medesmm elemenf;o d1 f, ( ))g }(U ROl T

Dimostrazione. Per ogni n, 81 ha Z, .7 = Zp+ Zkgl Iiv<nnty (81 — Z1), € qumdl N

[Znar| S 1Z0] + ¢ 2 x5, I{k<nAT} =1 Zo] + C(n/\ T) < |Zo| + T I

e (80
/. - ,. R I "i
7 8, Corollarlo Sia X una martingala tale che gli incrementi X, —Xn 1 siang tutt: Lo
ma.ggmratl in modulo da una medesima costante reale. Sia poi a un numero reale, |
L con P[Xg] < a, e si denoti con T il tempo d’arresto cosi definito: ¥4
~ //

s T{w)=inf{neN: X.,L[w)( 2 a}.

3-_,_./' [y J

: Allora T non-¢-integrabife. e S e

"""w.«f L
Dimostrazione. Ragionando per assurdo, si bupponga T integrabile. Allora, grazie al
Lemma di Wald, la martingala X7 & domma,fa in £1(P)., Percid egsla'&gon\rerge quasi
certamente, e in £'{P), verso una variabile aleatorla.%&he a chiude. Osserviamo,
d’altra parte, che V'evento quasi.certo {T' < oo} & contenuto in- {XT = a} e che, in

ciascun punto di {7 < oo}, la successione (th'_‘p)ﬂ>ﬂ va de]ll]t]Yﬁ,H}(,]_‘{L a comcidere

con Xr. 5i vede dunque che la martingala X'T e chms__a__da_ XT e che si ha

P[Xo] = P[XT] > a.
=y

Poiché cio contraddice Pipotesi P [Xg] < @, il corollario & dimostratoe. i
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Si suppongono fissati uno spazio probabilizzato (Q, A, P) e, su di esso, una successione !
{(Xa)n>1 di varlabﬂ;l aleatorie indipendenti, a valori in {~-1,0,1}. {SlJpOl%e come al S )
solite, S, = X3 + -+ X, (in pa.rtlco]are Sp =0}, esi considera Eo sﬁamo QA P)

come rﬁunito della ﬁitramone naturale associata al proce?so (Sn)n>0-
AR sy (XY
Inoltre, assegnati due interi a, b strettamente positivi, si consi erano i due tempi

dlarreste Ty, T, cosi definiti: (et 05b e )

Tp(w) = inf {g}m Splw) = bh{)} T_s(w) =1inf{n: S,(w) = —ﬂ:%;q.)

5i pone infine
T=1T AT_“’[&'O )A {T{, < T_a} B = {T_a < Tb}‘
fH: Lo B Ty=Ta =)

1. Il caso snnmetrlco

(1 1) Teorema. Sisupponga P{X =1}= P{Xﬂz —1}=pn ey, pn = occ. Valgono
allora, le conclusioni seguenti: LA “%““* plely ; A

At

,iw (a) L’insieme di non convergenza deﬂa(.succcwone (S ]n>g & quasi (,erto
Il

(c) Si ha P(A) = a/(a+b), P(B)=b/(a+1b).
="('dj”Se risulta infi Pi=p> -0, allora T ¢ jntegmbﬂe

D:mostr.a.zmne {a) L insieme di non convergenza della successione (S, )n>0 (*ommde

© con 'evento limsup, {{X.|=1}, 11@11&18} grazie all’ipotesi 3 pn = 00, & quasi certo

per il secondo lemma di Borel-Cantelli.

(b} Per ragioni di simmetria, basta occuparsi di 7. La martingala (S,)n>0
1hau increment] _equilimitati. Pertanto essa converge quasi certamente sull’insieme
! sup,; Sn < oo} e quindi, in particolare, sull’insieme.{T} = coj. Sappiamo d'altra

T

parte, the il suo insieme di convergenza & trascurabilc. Dunquc ¢ traﬂmu abile anche

levento {7y = oo}. Inoltre T non & integrabile, come risulta da un corollario del

1emm@d1 Wiadd . (Ri5 o)

! (C) Poiché ciascuno dei due tempi d’arresto Ty, T, & quasi certamente finito,
tale ¢ il loro inviluppo inferiore 7'. La martingala ST ottenuta arrestando {Sn)n>0 al
tempo T, essendo compresa tra le costanti &, b c chiusa. ID’altra parte, in clascun
punto dell’evento quasi certo {7 < cb}, la Succe%smne (SnaTn>o va definitivamente
a coincidere con Sp. Dunque Sr chinde la martingala S'Ti Si ha percid

0=P[Sy] =P[Sr]=P[pIs—alp] =bP(A)—aP(B)
{ ‘I—L\‘E,Q_E?{l’f{.} \/ 1
v e blaely

<

Lo
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La relazione cosl ottenuta, unita all’ovvia eguaglianza P{A) + P(B} = 1, da luogo
alle desiderate espressioni per le probabilita P{A), P(B).

/(d): Per ogni indice ¢, si ha

Var [X:] = [xﬂl Pl =1 =20

Pertanto la sottomartingala .( (52 “In>0 a.mmette "come compensatore prevedibile, il
processo deterministico V' cosi definite:

Va = Var [Sn]fl;ijZLl Var [Xi] =2 3000, pi

Dalla definizione di p come estremeo inferiore dei p; risulta V,, > 2np. Per ogni n si
ha dunque

(feoio i
(1.2) PMAT| < P|Vasy] =P [Sfmﬂ

(dove Pegnaglianza finale ¢ dovuta al fatto che il processo ottenuto arrestando la
martingala (S2 — V,.)ns>e all’istante T' & ancora una martingala nulla in 0). Dalla
relazione (1.2), facendo tendere n all’infinito (e applicando il teorema di Beppo-Levi

al primo membro, quello di Lebesgue a]]’u]tlmo membro) sl ricava
T T (ulusdets ¢ 85 )

9p P|T] < P[S2] = P[0*14 + a*Ip] = 2 % 4 a?

a+b+a ﬂ+b:ab.

QQuesta relazione, essendo p non nullo, mostra che T' & integrabile.

{€) Se poi ciascuno dei numeri p; coincide con p, allora la diseguaglianza che figura
nella precedente relazione si riduce a un'eguaglianza, e ¢io permette di ricavare, per
la speranza di T, il valore esplicito (ab)/(2p). !

2. Tl caso non simmetrico™

(2.1) Teorema. Si supponga che ciascuna delle X, possa prendere soltanto i valori
1// #1, con probabilita rispettive p,q, dove p,q sono due numeri reali btrcttamente
y positivi, con p > g. Si }Ja aHora
U et W e A T Y6 Vg
Ay lalp) o1 gy~ L (a/m)
( )_ —1 B! ( )
(g/p)~" — (a/p)

‘%
X Dimostrazione. La legge forte dei grandi numeri assicura che la successione (Sp /n)ax1
converge quasi _(_:_gptamen‘ge VELS0 la costantg 4 "(Strettamente positiva). Pertanto (m] o mg[).nz-]“)
Ja successione (S )p>1 tende quasi certamente a +oc. Cid prova che il tempo d’ar- '
resto Tb e quas; certamente finito. A maggior ragione e quasi certamente finito 7"

Essendo

— P{T_, < oo} = (g/p)°. o
(g/p) = {(g/p)¥’ { ¢ ML..ME / ;) cfl DT AATEN

. }:r'.:. P

P [(g/p)y™] =p(q/p)+q(q/p) =1, s T, uild
_ ety

_i-’- HAEPE: S 2



il processo Y definitoe da

Y, =TI, @/p) = (o/p)

© una martingala {con ¥y =.1). La martingala arrestata YT, essendo positiva e
maggiorata dalla costante (q/p) {3 chiusa. D’altra parte, in ciascun punto dell'even-

to quasi certo {T' < oo}, la successione (YnrT)n>0 va definitivamente a coincidere
con Yr. Dungue Y7 chiude la martingala Y!T, sicché risulta

= P[¥o] = P[¥r] = [(q/p)bIA +{g/p)""Ip} = (a/p)" P(A) + (¢/p)~* P(B).

La relazione cosl trovata, unita cﬂl ovvia eguaglianza P(A4) + P(B) = 1, fornisce le
des;dua,te cspressioni per le probabilita P(A), P(B). Infine, poiché la successione
(Tb)berﬂ* & crescente e tende a +oo (grazie alla maggiorazione b < T3}, si ha

T T, T i )

1~ Q/p)b _ 1 _ a —
P{T‘ ;(OO}— hm:,{ij_ <= e — @ (e

Si osservi che, nelle ipotesi del teorema appena dimostrato, Pevento {T_, = oo}
non e trascurabile, sicché la variabile aleatoria 7_, non & integrabile. Al contrario,
Ty, (e a maggior ragione T} & integrabile, come risulta dal teorema seguente.

(22) Teorema. Nelle stesse ipotesi del teorema precedente, si ha

P[Ty] =b/(p—q), PIT]= [bP(4)-aP(B))/(p—q).

“‘.:“’\)‘w”)

" Dimostrazione. Consideriamo la martingala Z {nulla in.0 e con incrementi equilimi-
tati) definita da | (BFae 5y
@ J-\'!{’"'.C]? Z'n, = Sﬂ. — n(p - g)

£y
Poiché il processo ottenuto aam%tandol@ all'istante 7} ¢ ancora una martingala nulla
in 0, si trova innanzitutto P [Z,,7,]"=°0, ossia P [Spar, — (p—q@)(n ATy} = 0,
e guindi ey
(p~q) P[n A Tb} = P[Sm—\n] < b

(aa LT Ty
Di qui, facendo tendere n all’infinito, 'si rléava {p — Q)P[Tﬂ < b, e cid prova l'in-

tegrabilitsa di- T} (e, a maggior ragione, di ) Dal lemma di W&lfz}d\dlscende allora
che le due martingale arrestate Z7*, ZIT sono entrambe dommat}é in:L!. Pertanto
£88C SONO chlucse Uprec:lsalnente sono chiuse dalle due variabili aleatorie ZT;, 27
i!Il‘spebtz\r*af_nente i ha! dungue P [Z1,] = D %&bla P[St, — (p~ ¢)T,] =0, e mi’egua-

glianza analoga, con T in luogo di T, Ne dlscendono le relazioni

(p— q) P[T3] = P[Sp,] =1, (p—q) PIT] = P[S7| = b P(4) — a P(B),

&by
dalle quali si ricavano le desiderate espressioni per le speranze di Ty e di T N

ax

-
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Il teorema dl Hew1tt e Savage

Definizione. Su no qpazm probablh??ato (Q A P) sia (Xn)n>1 una successione
di variabili aleatorie a valori in un medesimo-spazio misurabile (E £). 8i dice che
essa scambz hile se, per-ogni permutazione ¢ di N*, la quale sia di-tipo finito, ciod

SR A VA e

tale che Pinsieme {n € N*:= o(n) # n} sia finito, la legge de1 blocco [Xnlnm1 &
identica a quella del blocco [Xg(n)] . Inoltre una variabile aleatoria numerica V

81 dice una fungione-simmetrica deHe X se & della forma V = o [X,]n>1, con ¢
funzione numerica {i;msurzablléjsullo spazio d’arrivo del blocco [X,]n51, tale che, per
' ogni permutazione o di N*; di.tipo-finito, ed ogni successione {z;)n»1 di elementi

dl E Sl abbia (p('l:]_,fﬂg, . .)—-— e} (:‘L‘a_(:.l), 330_(2)? . ) {?-Jf gcuk.r

oo, of = u.;.\ w4 ,-'.:!,'.iK b o _‘ff,‘
ﬁ fAatey |
o

ﬁgrgma Neﬂr—' Jpoiebj della dPﬁnmone ‘precedente, si supponga ‘che la Succes-g‘

gione n)n>1 sia seambiabile ¢ che la variabile aleatoria numerica V sia ung fun-

zione S}:ngt;rma delle X,,. Allora V & equivalente & una ‘variabile aJeatona f;ermm.aJe
kispetto ' o S B

.

Dimostrazione. Senza ledere la generalita, supperremo V' hmltata Pe;; ogni intero

n > 1, sia pn(X1,..., Xy) (con ¢, misurabile ¢ 1111111;&1:&) una versmne e ia speranza
condizionale P[V}Xi,...,X,] Allora la successione , oM o p,:.-\t.,.ﬂ.,.?u,-«.g_.)
e WS : :

(on (X1, .. ,Xn))n;]

("{c 6)
converge verso V;]n L1, ossia verifica la relazione

1 \(u«w.lumuju &Euf.‘f {) Mf? \/)

hmﬂp[[v en(X1, ..., Xn)|] = 0. gw Ly ';,.
VR !

D’altra parte, prazie alla scambiabilita delle X; e al carattere simmetrico di v, rlsulta
e

T

P[|V—L,On(xn+1,.. .XQn]H X/"‘”,.-.

PV = (X1, Xa)l] =

(’/’ L P K SN st "
( oy G e YR GO = 0k 2 (( Vil T L1l {5 - Al TN I S
Dunque anche la successione (@ﬂ(XnH, oy Xom) 1 converge in L' verso V. Una s 2wt - ]
/ A -
sua opportuna sottosiceessione converge verso V. quasi certamente; ne segue che V, ¥ J 7 w4
essendo equwalente al limite inferiore di questa Sottosuccessmne & equivalente a una <7~ ° ¥ dm )

b= !
\\g' variabile aieatorlaftelmmale
/{/’\rr\ [IVES A )11;_ A sl \‘> g}}m /L“n TR

(e 'ﬂlw’[ (Aniiy} TN , ,
Corollario. Sia ( ,L)n> 1 una succesgione di varlabjh aleatorie f_e@ﬁ indipendenti,

aventi una stessa.legge, cj_ng:rgrsa. dalla legge della costante 0. o . .
Si ponga ‘3“ = X5 +---+ X,,. Allora ciascuna delle due variabili aleatorie
numeriche om0}
U= liminf,, 5y, V = limsup,, Sy Coivpendicc 2
e (:'unVHJPIJfP & una costante-noi 1 ﬁmta Savg LK) @ o0

fw);’.}
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Dimostrazione. Occuplamoci ad esempio di U. Grazie al teorema precedente, U/ &
equivalente a una variabile aleatoria numerica terminale, dunque (per la legge zero—
uno di Kolmogorov) a una costante numerica c¢. Se, per assurdo, questa costante
fosse finita, si avrebbe o

—lim infy, Syt 27X 4 lim infn (X2 +.. -t Xpy1) ~ X1 +c,

L

;
c~U

e quindi X; ~ 0, contrariamente all'ipotesi.

Il corollario e cosi dimostra?tlo.
Pl

R Sl

I

L [ LA
Hifer  LAME -{g_;'.r!(r' A
Ul




P

Alcuni risultati riguardanti le
passegglate aleatorle sulla retta
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1. Conseguenze elementari del teorema di Hewitt e Savage

Cominciamo col ricordare il seguente risultato, conseguenza del teorema di Hewitt e
Savage.

('1“1')- Teorema. Assegnat'a, su uno Spééio probabilizzato (2, A, P), una succeééi ne
(Xn)n>1 di variabili aleatorie reali indipendenti, di comune- Iegge v, con v'# EQO>SI

consideri la passeggiata aleatoria, (S Jn>o definita da S, = X; + - + Xn. Si-ponga
inoltre : Sazz i)

(1.2) U = liminf, Sy, .V =lim sup,, Sn.

Allora le due variabili aleatorie numeriche U, V sono rispettivamente equivalenti,

| secondo P a due costantl U, v entrambe Jﬁﬁnrte £ ag10)
TR ;@ EATE I o ol oy r;V R R

(1 3)#001'011&1“0 Nelle ipotesi del teorema precedente, si supponga per giunta che !

*Ja legge v sia simmetriea (cioé che X, sia isonoma a — X1 ). §
; Si ha allora v = o0, % = —o0Q. o et ™ é
s - L ECICUETHARY,

Dimostrazione’ Detta i la funzione che ad ogni successione (z,),>: di numeri reali
associa il numero limsup, (#1 + -+ + %,), si ha

V=ypo [Xn]nzh U=-po [_Xn]nzl—

D’altra parte, i due blocchi [Xp]n>1, [~Xn]n>1 sono traloro isonpmi (ciascuno avendo [
come legge il prodotto di una successione di copie di ). Dunque la variabile aleato- (fedyac 203 23 -
_ ria U & isonoma a —V, sicché risulta u = —vi Non potendo essere v < u, ne segue = & o e 2=
o v =00, ¥ = —0Q. 0 (i -£q & 22 :{_'L?_””'ﬁ“ N
\ . w (AN =

(1 4)2,C0r011ar10 Nelle 1pote.91 di (I 1), i bupponga per gjunta che Ia Iegge v a,bbla e = v

momento del qemd@*mdme«ﬁﬂm e sia_ conbrata, o el A X ol b Fe I @
iRl 3dy "i! i
- St ba aijora V=00, U=

i L - L
o, _' ) s _ E r(;m(s;,‘\je,\_}ﬁ £ et

I

: : : ‘ Haid (Z-Z\\‘!J.u}f.}:.
. Dlmostrazmne .Senza ledere la generahta suppon e1mo che 11 momentu del Secondo )
ordine di » sia eguale a 1. Basdt‘era provare chie non, pud essere uw = v = oco. {Infatti,
. applicando questo risultato alla successione {—X n)npl, se ne dedurrd Che € parimenti
J impossibile che sia ©w =2 = —oo) Sods © Ao € i _“__'\; s _rj L‘-}I e
Ragionando per assurdo, supponiamo u = # : co. Cid vaol':_( 1e”c'1£0 ia quccésqlone
(5 ) bende a 00 quasi certamente, ossia. che la successione (cxp( S, )) Lonverge Verso
I ZeT0 qua31 certamente (e quindi in probablllta) St ha dunque Car s s o
) .
P{S, < 0} =" Plexp(—S,) > 1} = 0.
. I f K\y - 5 — i 1 : :
((/\({TUM 4. w0 ’{ “‘---JI‘{ FAREINIY (i iy frub.ﬂiﬁ AL oamsg O \l a > \‘]’/\I H{ ,./("U-'g\ *%’g_i‘_a """ —f; !{1 = __ [d (e =
(j B SRR " - gl e - W77 F}{ Lo

’ _ /\; (o ) a\})i{-% ) ...\1




Ma. cid non & possibile: infatti il teorema di Lindeberg-Lévy assicura che la successione
(Sn/v/71) n»1 COnverge in legge verso N (0 1), sicché risulta

P{8, <0} ="P{8,/vn <0} = N(0,1)(]~00,0[) = 1/2. a

2. Estensione di uno dei risultati precedenti *

Nel Corollario (1.4), I'ipotesi che il momento del secondo ordine della legge v sia finito
& molto comoda perché permette, come si & visto, di ridurre la dimostrazione a una
banale applicazione del teorema di Lindeberg-Lévy. Tuttavia, essa ¢ supcrfiua. E cid
che ci proponiamo di dimostrare nella presente sezione (si veda {2.6}) con laiuto di
alcuni lemmi preliminari, non privi di un qualche interesse autonomo.

Ci metteremo nelle ipotesi di {1.1). Inoltre, ogni volta che T sia una variabile
aleatoria discreta, a valori in N U {0}, indicheremo con &g la variabile aleatoria
reale che & nulla sull’evento {T' = co} e che, per ciascun intero positivo n, coincide
con Sy, sull'evento {T" = n}.

(2.1) Lemma. Nelle ipotesi di (1.1}, sia T un tempo d’arresto, quasi certamente
finito, relativo alla filtrazione naturale del processo (Sp)n>o0. Allora il processo
(S74n — 57),»p € ancora una passeggiata aleatoria su R, uscente dall’origine e
avente v come legge del singalo passo.

(2.2) Lemma. Nelle jpotesi di (1.1), si consideri il tempo d’arresto T' (relativo alla
filtrazione naturale del processo (Sp)n>0) cosi definito:

(2.3) | T(w) = inf{n € N* : S,(w) > 0}.

Le condizioni che seguono sone tra loro equivalenti:
(a) II tempao d’arresto T' & quasi certamente finito.
(b) 5i ha v = oo.

Dimostrazione. L'implicazione {b) = (a) & ovvia. Per provare I'implicazione inversa,
supponiamo verificata la condizione {a). Grazie a {1.1), basterd dimostrare che V &
quasi certamente positiva. A guesto scopo, definiamo per induzione la successione
(T;);>1 di variabili aleatorie discrete, a valori in N* U {oo}, mediante le due regole
geguenti: 73 =T e

(2.4) Tiy1(w) =inf {n € N*: Sy yrin(w) — Spyqgm(w) > 0},

Applicando il lemma precedente, si riconosce facilmente {per induzione) che, per
ciascun intero j strettamente positivo, il processo

(ST1+“‘+T5+?1 - ST1+"'+T_‘.F)7120



¢ una passeggiata aleatoria uscente dall’origine e avente v come legge del singolo
passo. Allora, per ogni interc j strettamente positivo, confrontando (2.4} con (2.3),
si vede che la variahbile aleatoria T;yq & isonoma a T, e quindi & anch’essa quasi
certamente finita. Di conseguenza, & quasi certo 'evento H cosi definito:

H= ﬂjZl{Tj < DO}

D’altra parte, le variabili aleatorie Sty 4.. 47, sono tutte positive e, in ciascun punto
di H, la successione (73 + .- 4 7T}),,, coincide con una successione strettamente
crescente d’interi. La relazione (1.2) mostra dunque che la variabile aleatoria V &
guasi certamente positiva, e cid conclude la dimostrazione. O

(2.5) Lemma. Nelle ipotesi del Lemma (2.2), si supponga per giunta che la legge
v sia centrata. Allora il tempo d’arresta T non & integrahbile.

Dimostrazione. Ragionando per assurdo, supponiamo che T sia integrabile, e de-
notiamo con M la martingala ottenuta arrestando (S,),>o all’istante 7. Allora la
relazione

Iﬂ’fnl = ISTAnI < Ejzﬂ I{,}“(Thﬂ.} |Xj+1|

mogtra che la martingala A/ ¢ dominata dalla variabile aleatoria Z cosi definita:
Z =3 spo Hi<ry 1 Xl
La speranza di questa variabile aleatoria ¢ finita, essendo data da
E[Z] = 250 PAT > J}E [X;1a] = E [X3] E [T].

Ne segue che la martingala M ¢ uniformemente integrabile, ossia chiusa. D’'altra
parte, sull’evento quasi certo {T" < oo}, la successione (A, ),>g converge puntual-
mente verse S7. (Addirittura, in ciascun punto w di {7 < oo}, si ha definitivamente
Mp(w} = Sp(w).) Dunque la martingala M & chiusa dalla variabile aleatoria St.
Essendo questa positiva, ne segue che clascuna delle variabili aleatorie M, & quasi
certamente positiva, Tale &, in particolare, la variabile aleatoria Ay {identica a X} ).
Poiché questa ¢ anche centrata, ne segue che essa & trascurabile, contrariamente
all’ipotesi che la legge v sia diversa da ¢g. Il lemma ¢ cosl dimostrato. il

(2.6) Teorema. Nelle ipotesi di (1.1), si supponga per giunta che la legge v sia
centrata. Si ha allora v = oo, u = —oc.

Dimostrazione. Basterd provare che st ha v = oc. (Infatti, applicando questo risul-
tato alla passeggiata aleatoria (—5,)n>e, se ne dedurrdh uw = —o0.) Dunque, grazie
al Lemima (2.2}, tutto & ridotto a provare che il tempo d’arvesto T" definito da (2.3)
& quasi certamente Anilo. A questo scopo, cominciamo con 'osservare che, grazie

3




al Lemma (2.5) (applicato alla passeggiata aleatoria (—5,)), il tempo d'arresto R
definito da

(2.7) R{w) =inf{n € N*: §,(w) <0}
non & integrabile. Consideriamo poi, per ogni intero positivo n, I'evento C,, costituito

dai punti di £ in cui S, & maggiore di ogni S; con j # n. L'evento C,, & V'intersezione
dei due eventi A,, B, cosl definiti:

An =MocicniSn =85 >0}, Bun=[lys1{Sntr — Sn < 0}.
Poiché questi sono tra loro indipendenti, s1 ha
(2.8) P(Cp) = P(Ay) - P(B.).
Osserviamo che gli eventi B, sono equiprobabili. Pili precisamente: per ogni n, si ha
(2.9) P(B,) = P(Bo) = P[5, {Sn < 0}) = P{T = c0}.
Inoltre I'evento A4,, si pud scrivere nella forma
(2.10) An={X1+- - +Xn>0 Xo+- 4+ Xa1 >0, ..., X, >0},
mentre dalla definizione (2.7) risulta

{(R>n}={X3>0, Xa4X2>0, ..., X1+ -+ X, >0}

Confrontando questa relazione con la (2.10), si trova
(2.11) P(A,) = P{R > n}.

Struttando allora le relazioni (2.8}, (2.9) e (2.11) (e il fatto che gli eventi C, sonc a
due a due disgiunti), si ottiene

Lz Engﬁp(cnj = Engo P(A,) P(By)
= P{T' =00} 5o P{R > n}
= P{T =} E|R].

Di qui, essendo E [R] = oo, si deduce P{T = oo} = 0, e cid conclude la dimostrazione.
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1. Teorema. Sia (X.n)n>1 una successione di variabili aleatorie realf p

d}pendentl dotate di una medesima_legge non degenere, con bancentm ' g a.Ie 5 1.

Allora la martingala ¥ = [ Y,]n>o definita da Y, H,L 1 X; , converge quasi

certamente verso, 0 (e qumd; non. e CJ]]US?.) ( fr #9)

Alla dimostrazione di questo teorema conviene premettere il seguente lemma,
che discende immediatamente dal teorema di Hewitt e Savage (o, pit semplicemente,
dal paradosso di Borel).

2. Lemma. Sia (X;)n>1 una successione di variabili aleatorie reali indipendenti,

dotate di una medesima legge, diversa dalla legge della costante 0. -
Si ponga S, = X1+ -+ X,,. Allora & quasi certo evento

{sup,, |Sa| = 00} = {inf, 8, = —oc0} U {sup,, S, = oo}.

Impiegando il lemma ora enunciato, il Teorema 1 si pud cosi dimostrare. La tesi &
immediata se l'evento {X; = 0} non & trascurabile. In questo caso, infatti, I'evento
U, 11Xn = 0} & quasi certo e, su di esso, la successione (Y,,) & definitivamente nulla.
Si puo dungque supporre, senza ledere la generalita, che le X, siano dappertutto
strettamente positive, E lecito allora congiderare, per ogni n, la variabile aleatoria
reale

L,=log¥,=5" legX,.

Poiché Y @& una martingala positiva, la successione (¥,) converge quasi certamente
verso una variabile aleatoria reale positiva. D'altra parte, l'insieme dove (Y),) con-
verge verso un limite maggiore di zero & contenuto nell’insieme dove {L,,) converge,
e quest’ultimo insieme & trascurabile, come risulta dal lemma precedente (applicato
alla successione {log X, )). Dunque (Y, ) converge quasi certamente verso zero. [l

Nel teoreme seguente considereremo, su uno spazio canonico, una martingala Y
del tipo di quella costruita nel teorema precedente, e mostreremo che essa gode di
un'importante proprieta: per ogni tempo d’arresto T', che sia deppertutio finito, la
martingala Y'T__%r__(._;hiusa..

3. Teorema. Assegnata, sullo spazio misurabile (F,£), una legge u, si consideri lo
schema delle prove indipendenti

(S?'} -A:P)i (Xn)nZZL

associato a una successione di copie di p, e si denoti con F = (F,)n>q la filtrazione
definita da
Fu=T(X;: 1<i<n).




Sia poi v = f - pu una legee di base u, e si denoti con Q la misura di probabilita
v ®v®-- - (prodotto di una successione di copie di v).

Si consideri infine la martingala Y = [Y,]n >0 cosi definita: Y, = []I_, foX,. Allora,
per ogni tempo d’arresto I', posto

Yr =3 en Ynl(r=n},

valgono le due proprieta seguenti:

(2) La misura Y7 + P coincide con Ijreqoy - Q) sulla iriba Fr (costituita dagli
elementi A di A tali che, per ogni n, Pinsieme AN{T = n} appartenga a F,).

(b) Se T & finito, la martingala Y7 & chiusa.

Dimostrazione. {a) Supponiamo dapprima che T' coincida con la costante n (nel qual

casc la tribll F7 si riduce semplicemente a F,,). In questo caso, basta provare che la
misura Y, - P coincide con ¢ su ogni insieme H della forma

H= ﬂ?:a{Xa' € A}
(con (A;i)1<i<n arbitraria n—upla di elementi di £). Ma ¢id & immediato:

Ja¥ndP =TI, [4,f du =TT, v(Ad) = QUH).

Passando al caso generale, consideriamo ora un qualsiasi elementc A di Fp. Si ha
allora, per ogni n,

fr‘lﬁ{T=n}YT dp = fAm{T=n}Yn dP = Q(AN{T =n})

(dove 'ultima eguaglianza si ottiene applicando il caso particolare gia trattato). Som-
mando su », si ottiene la desiderata eguaglianza:

[, YrdP = Q(AN{T < o0}).

(b} Supponiamo ora T finito. La successione {Yran & una successione di

)REO
densita di probabilita (rispetto a P) e, grazie alla finitezza di T, converge puntual-
mente verso la variabile aleatoria Y7, la quale, in virtl di (a), & anch’essa una densita
di probabilitd. La convergenza ha dunque luogo in L' (teorema di Scheffé), e cio

prova che la martingala Y17 & chinsa. o
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1. Concet’fo di nucleo

Siano dati due spazi_misurabili (@' £), (F,F) e un apphcazmne Nd ExF
in [0, o0}, tale che, per clascun elementd 2 z di F,la funzione N(z, ) (c1oe la funzione
che a ciascun elemento B di F associa il numero N{z, B)) sia una m;squa sulla
tribu F. E Chlaro che i apphcazwne N¢& 1nd1v1duata dalla famiglia di misure

FFI[ Lo N '{ a

(1'1) (N(mv ‘))weﬁ;

(con la quale pud addirittura essere identificats, senza pericolo di ambiguita).

In queste condizioni, se g ¢ una funzio 1Elne, Pomtlva e misurabile su-{#;F), deno-
teremo con (Ng]a funmone\posmva) cosl de lita su o

(1.2)

= [N(z,dy) g{y).+. ( /LL},“H f: £ /J

N o oo el ne weiiee N
Quando g sia la funzmne lndlcatrlce di un elemento B dl F, avremo dunque in
particolare,

(1.3) NIB(‘I) TH ( } %*/4({ Wigtazo | od NIy~ o
. LJ] (\," P :..j'-.:'J
Osserviamo che, per ogni funzione g positiva ¢ misurabile su (¥, F) ed ogni succes-

sione (gn)n>1 di funzioni positive e misurabili su (F, F), valgono le due implicazioni {[ 4,
seguenti: st
(14) E TgiNynTNQ, 9=2n gnﬂNg—E Now. |

[ P 2

(1.5) Definizione. Ne]le ipotesi sopra premsate si dlce che N & un Euczeo relativo
alla coppia di spazi misurabili (E, &)}, (F,F) (o anche un nucleod

B o ; : (3 5) \\. ke L} ‘J
se, per ogni funzione g positiva e misurabile su (F Flla funzione positiva Ng definita o

su & da (1.2) & misurabile sa-£5;€). (ot Vs A it 1L

ok (BN o (7,7
Un nucleo da (E,&) a (E,£) s chiamera anc:he un nucleo 1e]at1v0 Jaﬁllo spca,zm

misurabile (£, £).

(1 6) Osservazione. Nelle ipotesi de]la, deﬂnizione ple(,edente & immediato 1i~

eﬁmta da 1 3) sia mlﬁrabﬂe SUL. !E .E) Infatti,
a qoddiqf&tta si riconosce innanzitutto fdcilmente

su (E 8} In segwto 8 e‘atende questo risultato al caso di un’arbitraria funzwne
B A 3
positiva e rmsurabﬂc g esprlmendo g come inviluppo superiore di una successione
Crescente (gn)ﬂx di funzioni positive ¢ Semp11c1 € rlconducendc-m al caso precedente
, fh st e v 06 Hohy )
con lausilio della prima delle implicazioni {1.4)" ¥

1
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Denoteremo allora conM\Ia funzione che ad ognl elemento BdiF assou(_j_la il numero
uN (B) cosl definito: )

('.18) \#N (B) = [u(dz) Nz, B]

| ]

{b) Per ogni funzmne g positiva e nusmabﬂe su (F, J-_) susswte }a beguente
wrelazione di-dualits "

¢ t__...:'

{(ud, ) {u, Ng). }{wt /(’I*’

Dimostrazione. Per ogni elemento B di F e ogni successione (B, }a>1 di elementi
di ¥, a due a due disgiunti, la cui unione sia eguale a B, 'ovvia relazione Iz = >, T
implica

'n>4,

NIp =Y, NIz,

e quindi {4, Nip) = 3 {u, NIg, }, ossia uN (B) = zmé_LN (By). Cio prova che pN
we ohl ub o oa g 1 G 0 s au
¢ pHee -

¢ una misura su Fo insede |
Proviamo ora l'affermazione (b). Essa & immediata nel caso particolare in cui gI Cubl 1y

sia Ja funzione indicatrice di un elemento Bdi £, In Questo caso, essa discende ]11fatt1 ke

direttamente dalla relazione (1.8) che definisce ,u,N(B] Immediata & poi 'estensio- (;' e

ne al caso in cui g sia semplice. Infine, nel caso generale, dopo aver espresso g

come inviluppo superiore di una successione crescente (Qn)n21 di funzioni positive

e semplici, basta ricondursi al caso precedente servendosi della proprieta (1.4) e del

teorema di Beppo Levi. £l

ER !‘U N
(j } b

Come risulta dalla proposizione precedente, un nuclee N da (E. &) a (F,F)
induce due distinte operazioni:

s un’operazione g — pN che trasforma ogni misura ¢ su £ in una misura puV
; K
) SU -F £ s

¢ un’operazione g + Ng che trasf01ma ogni funzione ¢ posﬂ:wa € misurabile
su {F, ) in una funzione Ng positiva e misurabile su (E £). S T S S

Queste due operazioni sono tra loro legate dalla fondamentale relazione di dua-
lith (1.10). Si osservi che la seconda ol)erazione individua completamente il nucleo,
grazie alla relazione N{z, B} = Nig(z 1 nche la prima operazione individua 1]

(¢ e
_nucleo: si ha infatti N(z, - ) = ¢, NV, dove” e demgna {per ogni z di E} la misura cosi
 definita su &:

Lo Wi
KRR r." SR TESTN & G ..‘:--\.--:-‘.--.'_ o

(NI ¢ \--f'll{s.;

£ (A) =I4(z) perogni AdiE

(misura di Dirac definita da una massa unitaria concentrata nel punto z).

(&TL lfr Cg_) (¢ "\r”f() rf (f_][\l -
2 1 . ) o { 1 {

i
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Ci si pud domandare come si caratterizzino le “trasformazioni sulle funzioni”
~indotte dai nuclel. La risposta & semplice: un’applicazione L, che ad ogni fun- (

% zione g positiva e misurabile su (F, F) associ una funzione L{g) positiva e misurabile

su (F,&), & lgl_d_gj_t_@_daﬂqy__gggl_gpg?e( e solo se,jpossiede le proprietd seguenti:
R 0TS ik

L) (a) L{ag) = aL(g) per ogni g e ogm scalare positivo . (&, /(s 0) %

(o) L(¥ mgﬂ) = 3. L{gn) per ogni snccessione (gn)n>1. Comidd oy e ’

E facile infatti verificare r'he se L possiede queste pmpr](,‘ra € 8¢, per.ogni elemult
g @ dl E, si COI}Slder& su}la tribtt F la funzione B — {L( Ig) (m allc:}a questa funzione
& una misura su F, e la famiglia formata da queste mnsure & fdfentificabile con wn
nucleo IV verificante la relazione Ng = L(g) per ogm funzione g pO"-}lt.lV& e misurabile
a1 [F}") \/Mf’ ‘{{’)6”@,5!@..}5 (/ E,):( S e'(f< -,H';*. £ ’f'lJ it ,é’,__ i’i' _
mrrr,(oy:l) | kit Oncis oo @y, ichi £ A fidind Avitofletie laowe s 4
Siand ora assegnati un nhcléo N da (E 8) (F F)eun nuc]eé Q da FF] 3 un (/Jf:;
ulteriore spazio misurabile ((7,G). E facile riconoscere che I'applicazione g — NQg)
{ottenuta componendo la trasformazione indotta da @ con quella indotta da N)
possiede ancora le proprietd (a), (b), sicché & a sua volta indotta da un nuclea (relativo
alla coppia di spazi (E, &), (G, G)). 1l nucleo cosl caratterizzato si denota con ¥ Q.;g—z

si chiama il nueles-composio ottenuto componendo i due nuclei N, .

)-I ) /[\JJ(

Aeih |H

iyl

A 4[6(: ,f.g\._".
s . Per ogni misura p su (E,£), la misura u(NQ) (trasformata di s mediante il 7. WE S N;
(\fﬁu (NQY: ©  nucleo composto N@Q) coincide con (uN)Q (trasformata di uN mediante Q) o558 1(31 .
&N =k 1133+ potra dunque essere denotata, senza pericolo di ambiguitd, col simbolo ety i

A (j\ B vhigE
MGL O - Q2. INuclei markoviani

{i
Nz, ) e Herm&hmata, ciog se Id trabforma,ta N1 della COSt&?[]tC 1 su F mediante il ’
nucleo N coincide con la costante 1 su E. ¥oefl | Ny(Fy=d 4 § U] N b

f DA ,CY ) Un nuclee N da (E,€) a (F,.F) si dice markovieng se_ciascuna delle misure t

Py TV ST AT
({??-{."|.J=-k--!\'.,,-n'-n--r.-_ B A A R

Si supponga il nucleo N markoviano. A]lora per oghi misura it 51 ff §i ha

(N, 1 = {u, N1} = (u, 1), o fNCTY s Y )

51(3(119 la misura N ha la stessa massa totale di 4. Inoltré, per ogni funzione g

Jinit -e»msm%ahﬂewsuméﬁ&') s }?uo ‘tonsiderare la funzione efinita dalla for- (" o

2)’ esattamente come n caso di una g positiva e misu e. Si verifica im-" 1 !

medlatamente che la funzione Ng cosi definita (identica alla differenza Ng™ — Ng—)

B Limiteta-e-misurabile-su-{£;&) CbIm?ltgc essa verifica la relazione di duahta (1.10)
a

;| FiRFTE ]
1 iper ogni misura i su (E,E&) che bia Thassa totale ﬁtmta. A gl pamiari (g

(e L}{f’ (2.1) Deﬁmzlone. Dati due spazi misurabili (, £), (F,F), un apphcamone misu-
Voaks ool Loblek di (E,€) in (F,F) e una triblt D su B, con 7 (k) C D C &, si vede facilmente
Ne - ¢ che esiste un nucleo markoviano K, da (E, D) a (F, F), che opera cosi sulle funzioni:
per ogni funzione ¢ limitata e misurabile su (£, F), la trasformata di ¢ mediante K

¢ data da Kg = g ok, C}}na,meremo K il macleo, da (F, D) (F, F), assoc.&ata al-

,,,,,,

Poperazione di composizione con k (o anche, in maniera piu concisa, assogint
In particolare, il nucleo, relativo allo spazio {F, £), associato all’applicazione | identica
di E sara detto il nucleo identita relativo allo spazio (E,£). Esso opera sulle funmom

{risp. sulle misure) lasciando invariata ogni funzione (risp. ogni misura). o) o

(},F(.q:-.‘,j_[: l._}

Oyl _
3 ( i E:.-‘L‘-;'t:i-"s' " 5".'?“;. ,‘-.iw!.'-"i:-
! o A Bi fdvew w7 &
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(2.2) Osservazione. Nelle ipotesi della Definizione (2.1}, si consideri il nucleo K|
da (E,D) a (F, F), associato a k. Allora, per ogni misura di probabilita p su (E,D)
ed ogni funzione ¢ limitata e misurabile su (¥, F), la relazione di dualita

(LK, g) = (i, Kg) ossia  [gduK = [ gokdp,

= 1] - c-_'\}-k'-Lf-: 1 ,~
mostra che pK e l'immagine d1 ;,a medlante }c Per questa ragione, X si dice anche il
nuclen da (E,D) a (F, F), associato all’operazione di immagine mediante k.

;

e N dl E >< % 'in TO 1] tale che, per ciascun e}emenf;o x d1 E, Ia funzione N 'I;' w;b
“Wtsm, nna misura n@rmahzzata su F. Sia poi assegnato, per la tribt F, un sistema d]

« . . generatori J :stabile per 'intersezione binaria. Si supponga che, per ogni elemen?;o B
di J, Ia funzione NIp (definita da (1.3)) risulti misurabile su (E 8) "ﬂ“ ™,

ﬁ Allora N é un nucleo markoviano da (E, &) a (F,F). ¢ R :;'L’

T AT

“Dimostrazione. Si denoti con L la classe costituita dalle funzioni g, limitate e misu-
rabili su {F, F}, tali che la funzione Ng definita da (1.2} risulti misurabile su {E,£).
Allora £ & uno spazio vettoriale monotono contenente le costanti e le funzioni in-
dicatrici degli insiemi appartenenti a J. Ne segue, grazie alteorema delle classi
monotone, che £ contiene tutte le funzioni limitate e misurabili su (F, F)# dunque in
partlcolare tutte le funzioni indicatrici di elementi della tribu F. Cio basta, grazie
all’ Osserva,mone (1 6), per conc}udere che N & un nucleo B ihg Hg«_
(“ Ctola T r”/-’T [ J]Nr) NG f, ) l_i. | aed ,U =N A Aty BN ’) D ]'/'ld{ﬁ])
(2. 4) Notazione. Sia N un nuc]eo markowano da (E. &) a (F F). Denoteremo
allora con- N Papplicazione di E x (£ ® F) in [0,1).cosi caratterizzata: per ciascun (’s SRR
elemento z di E, la funzione N(a: -] & la misura normahzzata\su £& F ottenuta come | Aot @ C
immagine di N(I -} mediante I’ applicazione y » H (z,y) di (F,F)in (Ex F,&gF),f [
ossia & la misura che ad ogni elemento C' di £ ® F associa il numero N (fg C(a:)) ﬁ
(dove C(z) denota la sezione {y € F': (z,y) € C}) "‘m -, M ST P S 1

.

P

s e
T

(Exps®ﬂ

Dimostrazione. Sia h una funzione limitata e misurabile su (£ x F, £ ® F). Allora,

per ogni elemento = di F, si ha
i

§ o HE:
(2.6) L Nh(o)= [N(z, dhizy). . ]
) / <;_"i;-.i..,”___,\5},‘;: - /'?J/U I 1, R ) I‘\ 3}%’?-
In particolare, quando sia h = . f @ g, ossia h(:}: y) = f(:r)g(y) {con [ limitata e y
misurabile su (E, ) e g limitata e misurabile su (F, F)), la relazione (2.6) diventa =

Nf®g(e) = [Nz, dy) f(z) gly) = f(z) [N(z, dy) g(y) = { (x) N ().

(106 AniEn
Si pud dunque scrivere. N F®g = f Ng. Particolarizzando ulteriormente LO] prendere
f=Iaeg=1Ig, s trova Nis,p = [4 NI, 5i vede cost che, per ogni “rettangolo”

e
o . N
| N
I —_ /{ o - r); ¥ -
i 5_ ) ’(’__f_?) {T.'\ b b/;\.,_} ! 4 \'r;\ Q/:I (:-\I ):
kN [\'}.r/l e e )
B ()
: ' ., A -
r){’; L e R f/‘“;w (‘ Lo \ Tdes _} O E\H(}{I { ( a‘

s .
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e Ir, - 11\
e g i ']'2\ . [\I! ']' 1
R della forma A x B, con A € £ e B € F, la funzione }F\:’IAX;; & misurabile su (E,£).
Poiché questi “rettangoli” formano una bas? o la tribu £E® F, cio basta, grazie alla
\fProposmone (2. 3) per concludere che N & un nucleo markoviano. put |
iy fi ; . :
B p e\l S (T Sy iekbtd |
2.7) Osserva;zmne (‘ome applicazione della proposizione precedente, si pud ot-
tenere l'esistenza del prodotto di due misure di probabilita e il relativo teorema di
Enbini, Precisamente, assegnati due spazi probabitizzati (£, €, p), (F, 7, v), si denot;

7
con N 1] nucleo da (L" & ) a (F F ) ¢osi cara,tterlzmto per ogni elemento zdi E,la § e

81 riconosce 1mmed1atamente che la misura ,u,N verifica la relamone
;LN(AXB)-;L(A) v(B) per AcEeBcF,

ossia ¢ la Im'qmc} pmdo’r’ro p @ v1 Inoltre, per ogni funzione A positiva (o limitata) e o

(_,E“r '-l..f..:i.,u;;-ﬂ._.i. ro
T P

misurabile sullo | spazio prodotto’ (E x F, £ ® F), la relazione di dualita gt )

(P‘N h - (lu' Nh} (““’2 ‘/ H Hﬁ?{«—}\] .{[ ‘!:J) - {‘;HIIJ |}\ {l J ) '}|JJJ J

non & altro che la formula del teorema di Fubln% ity A

e b = [l ).

(fufm@ Wty i 5 2 _
(2.8) Osservazione." D!atl un arbitratio nuc]co ma,rkovlano N relativo alla coppia
di spazi misurabili (E,&), (F,F), e una misura di probabilita p su (E,€), si pud
cousiderare la misura uN (trasformata di g mediante il nucleo N definito in (2.4)).
Si tratta di una misura su (B x F\-& ® F), camttenzzatga dalla relazione

L i mm} %‘l
(2.9) N (AxB)= fA;Ld:::)N(:UB)) perAEEeBE}' !gf

Essa si riduce alla misura prodotto p®v nei ¢hso particolare considerato nell’osserva-
zione precedente, ossia nel caso iy ¢ui 1l nucleo N sia il nucleo “costante” caratteriz-
zato da N{z, -) = v per ogni z. Per questa ragione, ne] caso generale, la misura ;LN
sard talvolta denotata anche col simbolo ¢ ® N. {);“\1 =M N
U

{2.10) Osservazione. Nelle ipotesi di (2.8), denotiamo con -}
noniche di £ x F sul primo e sul secondo fattorer ‘Allora la rel:
in particolare,

-le proiezioni ca- ;” FXE
ione (2.9} fornisce, ~ A SR
E
I

A }N}("A\J:.E MN{h € A} - ’U“N(A x F) - fA p,(dx) N(.’JC,F)L: J“(A) per A€ 6: i/f\..:.‘.jsg.( ey : J:
*)ff‘“ iz = pN{k € B} = uN(Ex B) = [, u(de) Nz, B)SuN(B) per Be F. w8 (e Y )

A parcle: Vimmagine della misura NV mediante h (risp. k) coincide con u (risp. uN).
Denotando con H il nucleo, da (E x F, £ @ F) a {E,£), associato a h, e con K il
nucleo, da {E x F, £ @ F) a (F, F), associato a k, sl hanno dunque le eguaglianze tra
misure

;NH = /1 ;JNFK uN,
(' t"(NH} 3 i
e quindi, denotando con J il Idl‘lJ.( leo lden‘rl‘ra fjela‘rwo a (E £), le seguenti eguaglianze

tra nuclei;
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3. Concetto di legge condizionale

(3.1) Ipotesi e notazioni. Su uno spazio probabilizzato (2 , A, ) siang X,Y due
variabili aleatorie, a valori in due arbitrari spazi misurabili (E, &), (F, ) Denotere—
mo con g la legge di X e con v quella di Y.

I ben noto che, se si particolarizzano le ipotesi (3.1) supponendo che Y sia indipen-
dente da X, allora si ha [X,Y](P) = u ® v, ossia, per ogni funzione A limitata e
misurabile su {(F X F, £ @ F), ha luogo la relaiore

(3.2) fho [X.Y]dP = f# dr fv(dy) (2, 9).

f L PO L s
Ci si pud domandare se, nel caso generale, si pobsa assmux are l'esistenza di un nucleo
markoviano N, da (E,£) a (F, F), tale che si abbia (con la notazione introdotta

in (2.8))

%.

& % '
(3.3) L XY =peN, e

i (: -éu. i JNERN
ciog tale che, per ogni funzione h limitata e misurabile su (£ x F, £ ® F), sussista la
formula seguente (analoga alla (3.2)):

(3.4) fho [X Y dP f,u(dx J N(z,dy) h{z,y).

- | !; oy u“"-

re]az:lone [3 3).

(3.6) Osservazione. Nelle ipotesi (3.1), siano Z una hase per la tribt £ e 7 una
base per la tribit F. Allora, com’e noto, la classe

(3.7) {AxB:Aez,Bej}

| & una base per la tribu £ ® F, Pertanto, affinché un nucleo markovieno N da (E, £)
%zé a {F, F) sia una versione della legge condizionale di Y rispetto a X, & sufﬁcmnt% che

%, la coincidenza tra le due misure (X, Y](P) e p %-N abbia luogo sugli insiemi della
base (3. 7), cio® che si abbia

a"«w‘w

38)2 P{XEA YeB} [ () N(z,B) parAcTeBed. !

-%_n..m i"rr < rf"‘('ﬁ e, dl“[lI I LB, :
(3 9) Proposizione. Ne}}e ipotesi (3 1), sia N una versione della legge condmona!e \
sydi Y rispetto a X. Allora la legge di Y & eguale a uN.

Dimostrazione. Per ipotesi, la legge del bloceo [ X, Y] & eguale a p &% N, ossia a ,u:ﬁ.
Dunque la legge di Y & eguale all'immagine di uN mediante la proiezione canonica 4,
di E x F sul secondo fattore, ossia alla misura pN (si veda {2.10)). !




{3.10) Osservazione.
bili (£, &}, (F,7F), una misura di prpbablhta

la prima di legge p, la %econda dl iegge 5 Rlcordlamo che un modo ‘canonico” per
rigolvere il problema congziste nel considerare lo spazio probabilizzato

(3.11) (EXF,EQRF, p@wv)

. €, su di esso, la coppia {hsk) delle proiezioni cancniche di E x F sul primo e sul
secondo fattore. gLa terna fprmata dallo spazio (23 \1|l) e dalle due proiezioni canoni-

R L e TR sl M (i ULV e pl
che h, k si chiama tradmoriafme [tE 1o schema. de le prove indipendenti associato alla

coppia (i, 7).)

— Una naturale estensione del problema precedente consiste nel modificarne i dati,
sostituendo la misura v~ con un nucleo markoviang N-da (E, £) a (F, F) e chiedendo,
in corrispondenza, di cnstru:ire uno spazio- proba,blhmato e, su di esso, una coppia
di variabilizaleatorie, a “valori in (E,€} e in (F, F) rispettivamente, in modo tale
che i sia la legge della prima e che A sia nna versione della legge condizionale della
seconda rispetto alla prima. Per risolvere il problema cosl esteso, ‘basta evidentemente
considerare lo spazio probabilizzato
{3.12) (ExXF,EQF, p®N) e

(i o AT @
e, su di esso, la coppia (Ayk) delle proiezionl canoniche. La terna formata dallo
gpazio probablhzzato (3.12) e dalle due prmemonl canoniche h, k si chmma talvolta
lo schema di Bayes associata alla coppia (2, N). D Aithla [[-.» wiiaddc Ur'{‘i

r Nelle ipotesi generali (3.1), non s1 pud garantire né che csista una versione della
“legge condizionale di Y rispetto a X né che una tal versione sia unica. Tuttavia,
come vedremo pitt avantl, 'esistenza & assicurata non appena s'introducano ipotesi
“ragionevoli” sullo spazio d’arrive di Y (per esempio, Vipotesi che linsieme F sia
mumto dl una qtruttura d1 %pamo metrlco completo e sepa.rabﬂe e chp la 1r1b11 .F

// (4 1) Teorema Neﬂe ipotesi (3. l), sia N un nudeo markoviano da (E, £) a (F,F).

-« (a);N & una versione della legge -CDHd]ZlOl’iEﬂE di Y rispetto a X.
i /( b) Per ogni funzione f limitata e misurabile su (E, £) ed ogni funzione g limitata
e misurahbile su.(JF), ¢ ha e

(4.2) | [(7oX)(goY)dP = [(f o X) (Ng o X)dP. § Clos & e s s 3

(c) Per ogni. funzione g limitata e misurabile su-{F.JF), una versione della spe-

ranza condizionale P{«g © YlX] e la variabile alcatoria Ng-e-X . N ?(c - bf:é\ﬂ N f

| [T

e N@Bf N}/ )( ¢ _>1 «J,h NS (oo 70 | '%

by il s
o \k_,,i/l 2 v'._,r




Dimostrazione. Tenendo conto dell’Osservazione (3.6), si vede che, aflinché la con-
dizione {a) sia verificata, cioe abbia lucgo la relazione (3.3}, ©ccorre €) basta che
l'eguaglianza (3.4) valga per ogni funzione h della forma particolare f-® g (con f li-
mitata e misurabile su (E,£) e g limitata e misurabile su (F, F)). D’altra parte, per
una funzione h di questo tipo, Peguaglianza (3.4) si riduce alla forma (4.2): infatt: il
primo membro di (3.4) pud esser messo nella forma

[(oX)(g 0Y)dP,

{4 il oy

mentre il secondo membro di (3.4) pud esser messo in una delle forme seguenti
J wldz) £() [ Niz, dy) g(v), - | u(dz) £(z) Ng (z), - [(F 0 X) (Ng OX)dP
I

~ B dunque provata ]equwalenza tra (a) e {b). L’equivalenza tra (b} e (c) & p01
immediata: infatti, fissata una funzione g limitata e misurabile su (¥, F), la variabile
aleatoria Ng o X & una versione della speranza condizionale P[g oY | X] ge, € solo

, se la relazmne (4. 2) ha luogo per ng funzione [ limitata e mlsurablle su EE £).
LH e tf P X \ Y Aeg ;' wert . bRheX L il ; T =Rt co A B

v

ke (“; ".:.{.5':

5 Un rlsultato di unlclta

(5.1) Definizione. Nelle ipotesi (3.1}, diremo che due versioni N, N7 della legge
condizionale di Y rispetto a X sono tra loro equwalenta secondo 4 se ]]nSleme -

__________ {nd gy

(6.2) {z€E: N(z,-)=N'(z, )}

appartiene alla tribii.£ e ha misura eguale a 1 secondo . - / i SEING - Wit = /) N M
. it J A4

Impiegando la terminoclogia appena introdotta, possiamo enunciare il teorema 209"
seguente, il quale espnme una sorta di “unicita debole” della legge condizionale,

(5 3) Teorema. Neﬂe ipotesi (3.1}, si supponga per glunta che la tribu F.siall
sqparabﬂe Aﬂm ra, se N, N’ sono due versioni della legge condizionale di Y rispetto
b_ equivalenti secondo . ?

= (R o g

a X, esse sono tra lo:

Dimeostrazione. La tribh F, essendo separabile, possiede una base numerabile. Sia
una tal base. Per ogni elemento B di 7, le due variabili aleatorie NIgo X NiIgoX,
, come versioni della speranza condizionale P[I goYi X ] sonc tra loro eqmvalentl
"secondo P. Cid & come dire che le due funzioni NIz, N'Ig {misurabili su (E,£))
sono tra loro equivalenti secondo éL, ossia che l'insieme

{mEE N(:r: B) = N'(z,B)}

(appartenente alla tribl £) ha misura 1 secondo u. D’altra parte, I'intersezione degli
insiemni di questa forma (al variare di B in j) coincide, grazie al criterio fondamentale
per la coincidenza di due misure, con I'imsieme (5.2). Quest'ultimo insicme ¢ dunque
anch'esso un elemento di £ di misura 1 secondo p. Il tecrema e cosl dimostrato. Ll



- Wgﬁ ..___Rropasmlone Nelle ipotesi (. 3 1), si supponga che il nucleo N sia una versidiie '
gsdella legge condizionale di Y rispettoc a X. Sia poi k un’applicazione misurabile di "

TF,F) in uno spazio misurabile (G,G). & {
" Ui

AHUT& __una Verblone della Icggc Condlzmna.fe d:}sk_? : ‘ nspetto a XJ¢’il nucleo "63‘*“;...,3

- DImOSfJI‘E}ZIOHG Grame alla- caratterizzazione del concetto-di-legge condizionale- (m
termini di speranza condizionale) fornita dal Teorema (4.1), si tratta di dimostrare
che, per ogni funzione g limitata e misurabile su (G, G), una versione della speranza
condizionale

(6.2) P[gofko}ﬂX]

¢ la variabile aleatonalNK“g oX. A questo scopo, basta osservare che, grazie all’egua-
glianza go k = Kg, la spera.n?a condizionale (6.2) pud essere scritta nella forma

(6.3) P[(Kg)oY|X]

e quindi, poiché N & una versione della legge condizionale di Y rispetto a X, ammette
come versione la variabile aleatoria MK gie X, !

(o
7. Legge condizionale in presenza di un legamé funzionale

Il teorema che segue riguarda un caso particolare del concetto di legge con-
dizionale di Y rispetto a X: quello in cui la variabile aleatoria X sia legata a Y da
una relazione del tipo X =%o Y.

(7 1) Teorema Nelle ipotesi (3.1), stano N un nucleo ma.rkowano da(E,£)a(F,F) |
e h un’applicazione mlsumbﬂe di (F,F) in (E,£), tale che si abbia

g _ X =hoY,
% .

dove H denota il nucleo, da (F,F) a (E,£), associato a h e J il nucleo identita
Yrelativo a (E,E&).

Aﬂora‘, dfﬁur;be N sia una versione deHa }egge condizronafe di Y rispettoa X, &

suificiente. - -l

Dﬂnosf:ra.zmne. La necessita & gid nota (sl veda {3.9)). Per provare la sufficienza,
supposto ¥ = plN, fissiamo una funzione f limitata e misurabile su (£,£) ¢ una
funzione g limitata e misurabile su (F, ). Si ha allora

(73)  [(foX)(go¥)dP = [(f (o ) (g 0¥)dP = (uN, (7))

n i

| - 9N
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| D’altra parte, per ogni elemento 2 di E| poiché la legge di h secondo ¢, IV @ emNH
ros__g;a ex, quella di foh e la legge de]la costante f(z). Dunque, secondo e, N, la .-
i funzione reale f o h & equivalente aﬁa costante reale f(z). Si ha percio

. N
| Al = f_z‘ 2y

(e b s
(UN, (foh) g} = [ p(dz) [ N{z,dy) (f o h)(y) g(v) - g e
(7.4) = [ pldz) f(z) [ N(z,dy) 9(») Aot o e
= [ u( dm)f’r)Ng:}:)‘ Hlj foX)(NgoX)dP.
(r 3%

Dalle relazioni (7.3}, (7.4) discende 'eguaglianza (4.2). Grazie al Teorema (4.1}, cid
basta per concludere che il nucleo N & una versione della legge condizionale di Y
rlspetto a X. [

4 ~,

- (7 5) Corollarlo NeHe ipotesi (3.1), sia N un un nucIeo markoviano da (E, )

(a) Il nuclea N & una versione della Iegge condizienale d1 Y rispetto a X.

; ( b) Il nucleo N & una versione deHa legge condizionale di [X, Y] rispetto a X. .
fw\m“ij Al L a0 B e, e w0y , o Honit Bow A X )\\r T Ao 3/ ._‘i-' _ 'j 9}
- Dimostrazione. (a)= [ ): Denotiamo con A la projezione canonica di E x F sul
primo fattore, con H il nucleo, da (E x F, £ ® F) a (E,£), associato a h e con J il

nucleo identitd relativo a (£, £). Si hanno allora le eguaglianze

X =holX,Y], NH=J

e
L

(per la seconda delle quali rimandiamo a (2.10}). Inoltre la condizione (a) si traduce
nell'eguaglianza (X, Y|(P) = ,U,N Essa :mphca dunque la condizione (b), come si

vede applicando il Teorema 7 {7.1) al nucleo N.

- (b) = {a): Denotiamo con k la proiezione canonica di £ x F sul secondo fattore,
e con K il nucleo, da (E x F, £ @ F) a [F, F), associato a k. Si hanno allora le
eguaglianze

Y =kol[X,Y], NK =N

{per la seconda delle quali rlmandlamo a (2.10)). Dunque; come si vede applicando

la Froposizione. (6.1) al nucleo N la condizione (b) implica che una versione della
_legge condizionale di Y rispetto a X & il nucleo composto NK, identico a N. i
A A C P AR SN

8. Leggi condizionali per sottotribit

Nelle ipotest (3.1) della definizione di legge condizionale, le variabili aleatorie
X,Y sono a priort del tutto arbitraric. Non ¢ ecscluso che una di esse, ad esempio Y,
sia 'applicazione_identica di 2, considerata come variabile aleatoria su (0,4, P)
a valori nello spazio misurabile ottenuto munendo {2 di un’opportuna sottotribt A :
di A. In questo caso, per alleggerire il lingunaggio, sard comodo confondere ¥ con
la stessa sottotribyi X, e parlare dunque di legge condizionale delle sottolribn K

10
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rlspetto a X{ A§1aloga convenzione si a,do’rtera nel caso in cui X sia l’apphc::a?low
Spa-}.lo mlsurabﬂe ottenuto munendo ﬂ di un opportuna Sottotrlbu ?{ di A: si parlera
allora di legge condizionale di ¥ rispetto- alla sottotriby FH. uando pol entrambe
le variabili aleatorie in gioco stano del tipo partlcola.re sopra escrltto si parlera di
legpe condizignale della sottotribu X rispetto alla sottotribu #H. CELA

Un esempio molto semplice d’impiego della terminoclogia sopra introdotta & for-
__nito dalla proposizione seguente.

- _funzmm per ogni fanzione g limitata e misurabile su (F;F), la sua trasformaf;a

Q(} = Nq o X (O K” < e o 2 }

f

Y .
Dimostrazione. Grazie al Teorema (4.1), affinché valga la condizione {a), occorre e

basta che, per ogni funzione g limitata e misurabile su {F,F}, una versione della
gperanza condizionale

(8.3) PlgoY|X]

sia la variabile aleatoria Ng o X.

-+ Analogamente, se si denota con X’ Vapplicazione identica di {1, pensata come
variabile aleatoria su (2, 4, P} a valori in (2,7 (X )), si puo dire che, affinché valga
la condizione (b), occorre e basta che, per ogni funflone g limitata e misurabile
su (£, F), una versione della speranza cond:zzona,le 2 (q( N0y

(8.4) PlgoY|X']

sia la variabile aleatoria Qg o X',

Dunque, per provare l'equivalenza tra (a) e {(b), basta osservare che le speranze
condizionali (8.3),(8.4) sono identiche, in quanto entrambe eguali a P (X)],

e che anche ]e variabili aleatorie Ng o X, Qg o X * sono tra loro identiche, in quanto
entrambe cguali a (2g. 01 L

(8.5) Osservazione. Il nucleo @ considerato in (8.1) si pud vedere come il nucleo
composto MK, dove K denota il nucleo, da (Q, T(X)) a (E, &), associato a X

f
K. /
R 11 _@-f a {
(65, oy gy { Q w]( G LF\ G 2y
oMy T ““é’f:ii,—f ~

1} Proposizione. Nelle ipatesi (3.1), assegnato un nucleo markoviano I\Eiﬁﬁl
[E' £) a {F,F), si consideri il nucleo Q, da (0, T{X)) a (F, F), chc opcra cosi sulle”

-\_%)xlj{;g.u_l_i_{}{{_ 7 O G e B U Y sz fll,,-:frf,,‘..f; |[ m.L e ;g,}{ f_\, i N W H‘@M o
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9, Disintegrazione di una misura di probabilita

Vogliamo da ultimo esaminare un caso molto speciale deila situazione studiata
nelia sezione precedente.

(9.1) Definizione. Su uno spazio probabilizzato (2, 4, P) sia X una variabile
aleatoria a valori in uno spazio misurabile (E,£). Si chiama disintegrazione di-P.-se-
cende-X un nucleo markoviano N, da (E, &) a (12,.4), che sia una versione della ]egge
condizionale di A rispetto a X (moe che sia una versione della legge condizionale,
rispetto a X, dell’ applicazione.-identica di £} pensata come variabile aleatoria su

(%, A, P} a valori in {2, A)), @\ ot P = IS N ([g.,:f: MUENY i et st

Si dice che la misura P & dzsmfegmbzfe secondo X se emste una dlsmtegra,zmne
di P secondo X. '

La proposizione seguente, la quale non e che un caso particolare della Proposi-
zione {6.1) riguardante la legge condizionale di una funzione composta, mostra che,
nelle ipotesi di (9.1), se P & disintegrabile secondo X, allora, comunque si assegni una
variabile aleatoria su (2, A, P}, esiste sempre una versione della sua legge condizionale
rispetto a X.

(9.2) Proposizione. Nelle ipotesi della Definizione (9.1), si supponga che N sia una
disintegrazione di P secondo X. Allora, se Z é una variabile aleatoria su (0, A, P),
a valori in un arbitrario spazio misurabile (G, G), una versione della legge condizionale

di Z rispetto a X é il nucleo composto NK dove K denota il nucleo, da (2, A)

a (G,G), associato a Z.

Dimostrazione. Basta applicare la Proposizione (6.1), nella guale si prenda & eguale
a Z e Y eguale all’applicazione identica di §} (pensata come variabile aleatoria su
(€2, A, P) a valori in (£2,.A4)), in modo da poter scrivere Z nella forma koY . U

)
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Complementi sui nuclei markoviani *

1. Notazioni e risultati preliminari

Per ogni spazio misurabile (E, £), denoteremo con R(E, £)1o spazio di Riesz co-
stituito dalle funzioni ]imitate € misura,bili Su (B, & ) Tutti1 nuclei che considereremo

ﬂssata coppia (E, &), (F,F) di s spazi 1msurab1]1 pud sempre essere 1dent1ﬁcato con

uno.speciale operatore. su funzioni: precisamente, con un’applicazione lineare isotona ..

di R(F,F) in R(E,E) che trasformi la costante 1 nella costante 1 e possieda la
p’mpmeta dt, Damel (ossia la proprietd di continuitd sulle successioni decrescenti
otate di 1nv11upp0 {nferiore nullo). Ci sara utile il risultato seguente.

(1.1) Proposizione. Siano (E,£), (F,F) due spazi misurabili, e sia § un sottospazio
di Riesz di R(F,F), il quale contenga le costanti e generi la tribu F.

Sia poi Lg un’applicazione lineare isotona g — Log di 8 in R(E,&) la guale
trasformi la costante 1 nella costante 1 e possieda la proprieta di Daniell.

Allora & possibile, in un sol modo, costriire un nucleo L, relative alla coppia
(E, &), (F,F), il quale “prolunghi” Ly (nel senso che operi come Ly sugli elementi

dlﬁf?%)

Dimostrazione. Per ogni elemento z di E, I'applicazione g — Lpg{x) & un funzionale
di Daniell su 8, assumente il valore 1 sulla costante 1. Il teorema di rappresentazione
di Daniell assicura che esiste su F un’unica misura di probabilitdh L(z, - ) tale che,
per ogni elemento g di 5, si abbia

Log{z) = fL(z,dy) g(y).

Dunque, indicando con L la famiglia di misure di probabilita (L{z, - ))mEE’ st puo
scrivere Lg = Lgg per ogni elemento ¢ di §. Ne segue che la classe costituita dalle
funzioni g appartenenti a R(F,F) e tali che Lg stia in R(E, &) & monotona ¢ con-
tiene 8, sicché coincide con 'intero spazio R{F, F). Cid prova che L & un nucleo. E
poi evidente che questo nucleo & Punico che “prolunghi” 'applicazione Lg. 0

Ricordiamo che, se N & un nucleo da (E, &) a (F,F), si denota con N il nucleo,
da (E,£) a (E x F, £ ® F), che opera sulle funzioni nel modo seguente: per ogni
elemento ¢ di R(E x F, £® F), la trasformata di g mediante N @ la funzione Ng cosi
definita su E:

(1.2) Ng(z) = [N(z,dy) 9(z,y) per z€E.
(1.3) Osservazione. Sullo spazio probabilizzabile (£2,.4) sia X una variabile aleato-
ria, a valori nello spazio misurabile (E,£), con X(Q} = E. 8i denoti con H il

nucleo, da (2, T(X)) a (E,£), associato a X. Allora Papplicazione f — fo X

1




di R(E,€) in R (©, T(X)) indotta dal nucleo H & un isomorfismo di spazi vettoriali
ordinati: infatti, oltre ad essere lineare e isotona, & iniettiva {a causa dellipote-
si X(£2) = E) e ha come immagine Pintero spazio R (2, T(X)) (grazie al lemma di
misurabilita di Doob). L’applicazione inversa, che & un isomorfismo di R (Q, 7(X))
su R{E, &), ¢ indotta da un nucleo markoviano, relative alla coppia di spazi misura-
bili (B, £), (2, T{X)), che sark naturale chiamare il pucleo_inverso di H e denotare
con H~. E chiaro che il nucleo composto HH ~! coincide col nucleo identita relativo
allo spazio misurabile (2, T{X)).

2. Nuclei proiettivi

(2.1) Proposizione. Siano dati uno spazio probabilizzabile (2, A), una coppia Gg, G1
di sottotribt di A, con Gy C Gy, € un nucleo K da (Q,Go) a (2,Gy). Le condizioni
che seguono sono equivalenti:

{a) L’applicazione Z — KZ di R({},G,) in R(§},Gy) lascia fisso ogni elemento
di R(Q2, Gg).

(b} Per ogni misura di probabilitd P su (2, Gp), la misura PK (trasformata di P
mediante il nucleo K} ¢ un prolungamenio di P.

Dimostrazione. La condizione (a) equivale ad imporre che, per ogni elemento Z
di R{2, Go) ed ogni misura di probabilita P su (£2,Gy), abbia luogo l'eguaglianza

(2.2) (P, KZ) ={P, Z).

D’altra parte, questa eguaglianza si pud scriverc nella forma equivalente

(2.3) (PK, Z) = (P, Z).

Basta dunque osservare che, per un’assegnata misura di prebabilita P su (€2, Gp), il
il fatto che l'eguaglianza (2.3) abbia luogoe per ogni elemento Z di R{{2, Gg) equivale

al fatto che la restrizione di PK a Gy coincida con P, cioe che la misura PK sia un
prolungamento di P. Si vede dunque che le due condizioni (a),(b) sono equivalenti.

(2.4) Definizione. Quando, nelle ipotesi della proposizione precedente, siano veri-
ficate le condizioni equivalenti (a), (b), si dira che K & un nucleo proietiivo o anche

un nucleo di prolungamento.

(2.5) Proposizione. Assegnate, su uno spazie probabilizzabile (2, A), due variabili
aleatorie XY, a valori negli spazi misurabili {E &), (F,F), con

(2.6) X,Y)(Q) = Ex F,
si ponga Go = T{X), G1 =T(X,Y). Sia poi N un nucles da (E,£) a (F, F).
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Allora esiste un nucleo proiettivo K, da (2,Gg) a (Q,Gy), tale che, per ogni
misura di probabilita P su (2, A), indicando con Py, Py le restrizioni di P a Gy e
a G, rispettivamente, si abbia equivalenza tra le due condizioni seguenti:

(a) Secondo la misura P, il nucleo N & una versione della legge condizionale di Y
rispetto a X,

(b) Si ha P, = RyK.

Dimostrazione. Denotiamo con Hp il nucleo, da (£,Gy) a (E,£), associate a X
e con Hy il nucleo; da(Q,Gi} a (£ x F, £Q F), associato al blocco [X,Y].” Allora,
assegnata una misura di probabilitd P su (2, .4) e indicate con Py, P le sue restrizioni
a o ea Gy rispettivamente, la legge di X secondo P (o, cid ch’e lo stesso, secondo Py)
si puo scrivere nella forma PyHp e, analogamente, la legge di [X,Y] secondo P si
puo scrivere nella forma Py H,. Percio, grazic alla definizionc di legge condizionale,
& possibile tradurre la condizione (a) mediante una delle due relazioni

PiHy = PBbHyN, Py =P HNH;*,
o anche mediante la relazione P, = Py K, pur di porre
(2.7) K = HoNH{'.

Per completare la dimostrazione, basta osservare che il nucleo K cosi definito & proiet-
tivo, grazie al fatto che, per ogni elemento Z di R (2, Gg), ciod della forma Z = fo X
con f € R{(E,E), si ha

Z=(f®)o[X,Y|=H, (f®1)

e quindi _
KZ:HDN(f®1):HQf:Z I

(2.8) Definizione. Nelle ipotesi di (2.5}, il nucleo K costruito nella dimostrazione
precedente si chiamera il nucleo indotto da IV per mezzo0 della coppia (X, Y).

3. Prodotto di una catena di nuclei proiettivi

(3.1) Ipotesi e notazioni. Sisuppone assegnata una successione ((En,&n)) ., di
spazl misurabili, e si pone B

Q = HHZD En, .A — ®ﬂ20 (c/'n.

Si denota con (X, ), >0 la successione delle proiezioni cancniche di §2 sui singoli fattori.
Per ogni intero positivo n, si pone

Fﬂ:H?:{}Ej: Fn:H?___Ogj, gﬂ=T(X0,...,Xn)

e si denota piu semplicemente con R, lo spazio di Riesz R(Q,G,}. Si pone in-
fine Reo = |J,, Rn.




(3.2) Definizione. Nelle ipotesi (3.1), chiameremo catena di nuclei proiettivi adat-
tata alla filtrazione (Gp)n>0 una successione (K, ),»¢ di nuclei tale che, per ogni 7,
il nucleo K, sia un nucleo proiettivo da (£2,G,) a (2, Gnt1). B

Chiameremo poi prodotto di composizione (o, semplicemente, prodéﬁtd‘) di una
tal catena (Ky)n>o un nucleo proiettivo L, da (2, Go) a (£2,.4), il quale “prolunghi”
ciascuno dei prodotti di composizione della forma Ky - - - K,,, nel senso che, per cia-
scun n, il modo di operare di L sugli elementi di R,,41 sia identico a quello del nucleo
composto Kq--- K.

(3.3) Teorema. Nelle ipotesi (3.1), sia (Kn)n>o una catena di nuclei proiettivi,
adattata alla filtrazione (Gp)n>o. Allora (Kpn)n»1 ammette nn.ynico prodotio.

Dimostrazione. L'unicitd & immediata: infatti due nuclei, ciascuno dei quali sia
prodotto della catena (K, )n>0, operano allo stesso modo su ciascun elemento di R,
dungque sono identici (si veda (1.1)). Proviamo I'esistenza. A questo scopo, per
ogni coppia n, i d’interi positivi, denotiamo con L,, 4y il nucleo proiettivo, relativo
alla coppia (2, G.), (€, Gnin), definito nel modo seguente: L, , ¢ semplicemente il
nucleo identita relativo a (2, G,), mentre, per h strettamente positivo, Ly a4p € il
nucleo Kp - - Kpyn_1 (prodotto di composizione dei nuclei K; conn < j < n + h).
E chiaro che, per h strettamente positivo, si ha

{34) Ln,n—}-h - K’nLn+1,n+h-

Fissati un intero positivo n e un elemento Z di R, poiché i nuclei K; sono proiettivi,
le variabili aleatorie della forma L, n+nZ (con h tale che si abbia Z € R,45) sono
tutte eguali a un medesimo elemento di R,,. Denoteremo questo elemento con L, 2.
Rimane cosl definita un’applicazione L, (lineare e isotona} di R, in R,. Tutto &
ridotte a dimostrare che Ly possiede la proprieta di Damniell: infatti, grazie a (1.1}, Lo
sara allora prolungabile in un nucleo L, relative alla coppia (£}, Gg), (€2,.4), il quale
sara il desiderato prodotto della catena (K )n>0.

Cominciamo con 'osservare che, fissato ’'elemento Z di R, si ha, per ogni n,
(3.5) LnZ =Kyl, 2.

Infatti, scelto un intero A strettamente positivo e tale che si abbia Z € R, 4, si pud
scrivere, tenendo conto di {3.4),

L,Z = Ln,n+h.Z = KﬂLﬂ+1,ﬂ+hZ = KnLn—J—IZ-
Osserviamo poi che si ha banalmente
(3.6) limp, LnZ = Z.

Infatti, non appena n sia abbastanza grande da render vera la relazione Z € R, si
ha addirittura L,Z2 = L, nZ = Z.



Facendo tendere n all’infinito in questa relazione, si trova, grazie a {3.6),

Cid premesso, volgiamoci ora a dimostrare che 'applicazione Ly possiede la
proprietd di Daniell. Assegnata una successione decrescente {Zz)r>1 di elementi
di Reo, con Zy § 0, poniamo

(37) Yn = illfk“,_»l ank = ]imk ank pern 2 0.
Bastera provare che ¥j & la costante 0. A questo scopo, cominciamo con ’osservare
che, grazie a (3.7), st ha

0<Y, <L,Zy pern>0ek>1.

0 <limsup, Y, <lim, L,Zy =Z; perk> 1

DalPipotesi Z;, | 0 discende dunque la relazione limsup,, ¥, = 0, ossia la convergenza
punituale di (¥;,)n>0 verso C.

Osserviamo ora che, per ogni n, essendo Y,, € R,,, esiste un (unico) elemento f,
di R(F,., F.) tale che si abbia
(3-8) Yo :fno[XO;---aXn] = Hpfn,

dove H, denota il nucleo, da {(§2, G,) a (F.,Fn), associato al blocco [Xy,. .., X,].
Essendo, in particolare, Yy = fy o Xy, siamo ridotti a provare che f & la costante 0.
A questo scopo, osserviamo che, grazie a (3.5), si ha

Lpdy = Kplpy1Zy pern>0ek > 1.

Di qui, facendo tendere k all’infinito (e sfruttando il fatto che K, possiede 1a proprieta,
di Daniell), si deduce ¥, = K,Y,41. Grazie a (3.8), & possibile mettere questa
eguaglianza in una delle due forme

ann - Kan-{-lfn-l-L .fn — Hf:lKan+1fn+ia
o anche, ponendo M, = H 1K, H, 1, nella forma piti concisa
(39) f'n - ﬂ‘fnfn+]-

Quest’ultima eguaglianza implica, per ogni elemento (xg,...,2z,) di By x -+ x E,,

la relazione
fﬂ(‘?‘“ﬂ! sy m’n) = fﬂ/fﬂ(mﬂi e ,:Eﬂ,d‘y) fn-l-l("BO: s >In>y)
< SupyEEnJr] fn+1[$01 R Iﬂ:y)'

(3.10)

Supposto, per assurdo, che la funzione fy non sia la costante 0, scegliamo un ele-
mento xg di {fo > 0} e un numero reale € con

0<ex< f{_}(w{]).

Sfruttando la relazione (3.10), & allora possibile costruire (per induzione) un ele-
mento w di §2, con Xp{w) = w5, in medo tale che, ponendo z,, = X, (w) per n > 1,

abbia luogo, per ognl intero positivo n, la relazione f,{zg,...,Zn) > ¢, ossia, grazie
a (3.8), la relazione Y, (w) > €. Poiché cio contraddice la gia osservata convergenza
puntuale di (Y, )n>0 verso 0 il teorema & dimostrato. £
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Scoppia {Easo)r (F,F), c&r&tjggzzato dalla, proprieta seguen

; condlmonale di &, -rispetto-al bloceo [fo, vy .

(Fontax €
([——8,;()) }r|l iy . ) ()J

Gy

Q \?) '''' J“E’{TJ j

1 Il teorema dl Ionescu Tulcea in un quadro canonico

(1.1} Ipotesi e notazioni. Si suppone assegnata una successione ((Fn; &y)), ., di

spazi_misurabili e si pone

\I(m:l‘-l.{r;u'.‘ ok

F=1lsoEn F=&,50én

Si denota con {£,)n>0 la successione delle proiezioni-eanoniche di F' sui singoli fattori
e con (Fpln>o la corrispondente filtrazione canonica, definita ponendo

Fo=T(, . &) (: &5,)

da (ED - X En! 80 ® @8 ) (En+1: TH‘})‘

/‘{ \ i rL'IrI. ¥ ,‘([‘*-u'»”tcﬁlf lrd’]

‘Teorema. (Iéﬁgg“ﬂi q@q) Nelle ipotesi (1.1}, eSJSte nud(fmﬁ refamvo al?’af}

> (b) Secondé%f;h, per ogni intero positivo n, il nucleo _ﬁ;ﬁ;__é__uqq}{eggjgp_e della legge

X

Dimostrazione. ‘Denoteremo con Hp il nucleo, da (F, Fo) a (Fy, &), associato a &.
Inoltre, per ogni intero positivo n, denoteremo con K, il nucleo proiettivo, da (F, F,,)
a (F, Fna1), indotto dal nucleo NV, per mezzo della coppia

(€05 - &nls &nra)-
Sia v una misura di probabilita su (F, F) e denotiamo, per ogni n, con 1, la restrizione
di v alla tribyt F,,. Alora, affinché » verifichi la condizione {a), occorre e basta

che valga la relazione £3(1g) = p, ossia vgHy = u, che, grazie all’invertibilita del
nucleo Hy, pud anche esser messa nella forma

(1.3) vo = pHg L.

Affinché v verifichi la condizione (b), occorre e basta, grazie alle proprietd dei nu-
clei K, che si abbia

(1.4) g1 = K, pernz0.

1

Per ogni misura di pmbab;hta - su (Ey, &), Ia misura pQ ((trasformata di ,u,%\a
\mediante il nucleo ) &1’unjsa misura di proba,blhta v su (F;J: ) per la quale Valgan .'-f’
Jle due condizioni seguenti: E

1;; () Secondo v, la misura y é la legge di 502%[ jﬁ(. Yo EE (p@)d

oy ‘fi"-"‘:";-':"ﬁ Lk




Indicande con L il prodotto della catena di nuclei projettivi (Kp)n»o, osserviamo
che, affinché la misura v verifichi la relazione (1.4}, occorre e basta che, per ogni n,
essa coincida, sulla triblt 5,41, con la trasformata di vy mediante il nucleo proiet-
tivo Ky - -+ K, o, cio ch’é lo stesso, con la trasformata di vy mediante il nucleo L. In
altri termini, occorre e basta che v verifichi la relazione

(15) = lr’gL.

Si vede allora che, affinché v verifichi entrambe le condizioni {a), (b), occorre e basta
che v verifichi entranibe le relazioni (1.3), (1.5). D’altra parte, queste due relazioni,
poiché L & un nucleo di prolungamento, possono essere compendiate nell'unica re-
lazione seguente: v = ;LHU_IL. Si riconosce dungue che 'unico nucleo ¢} dotato della
proprieta descritta nell’enunciato del teorema si ottiene ponendo Q@ = Hy L. [

( ) Deﬁnizione Nelle ipotesi del teorema precedente il nucleo @ saré detto i

2. Impiego del nucleo di Jonescu Tulcea

Abbandonando il quadre “canonico” nel quale ci siamo fin qui posti, vogliamo
ora applicare il concetto di nucleo di Ionescu Tulcea a un’arbitraria successione di
variabili aleatorie, definite su un arbitrario spazio plobablhzzato

' (2 .1) Proposizione. Nelle fpof:esj (I .1), sia data, su un arbitrario spazio probabiliz-
; zato (2, A, P), una successione (X, )n»o di variabili aleatorie, tale che, per ognin, lo
spazio d’arrivo di X, sia (F,,&,). Si denoti con X il blocco [Xnln>o (da considerare | {
jeome una variabile aleatoria a valori nello spazio prodotto (FyF) definito in (1.1 )) 4
e si ponga.

E
{
j22) v = X(P) | = XolP) = o).
!

Si denoti inoltre con Q. il nucleo di Ionescu Tufcea ®n>0N Le condizioni che

%

{Seguono sonc allora equwa.lenm

%a) Per ogni n, il nucleo; N ¢, secondo :’F‘, una versione della legge condizionale

gdl X1 rispetto al blocco. [Xg, oy Xul

; (b) Per ogni n, il nucleoNy, é, secondb ., una versione della legge condizionale ;

“di &.41 rispetto al blocco [fo, al.
§ +(¢) Si ha y=pQ. )
§d) Secondo £, il nucleo Q c ina versione della legge condizionale del-blocco X

ot »””“’“%wmnmmgmww"“

g
¢
&
(

r}Spetto a Xo. T a

m“%w«m

— Dlmostrazlone La condmone (a) eqmvale al fatto che, per ogni n ed ogni coppia f, g
di funzioni misurabili e limitate sugli spazi (Ep x -+ x Ey, & &+ &), (Fut1, ﬂ+1)
abbia luogo la relazione £

@3) S oo X0 Xy 0P = [ 0 Xy 10, Xol g & K XaP

G \-k:‘ Ny X> 2 Q\Er‘":li/ " [|“I:'o [ \,E_rv]-.-i‘- O_ x,]




Per provare I'equivalenza tra (a) e (b) basta dunque osservare che, essendo v = X (P)
e X; = & o X, la relazione (2.3) & equivalente (grazie al teorema sulla speranza di
una funzione composta) all’analoga relazione

(24) I(:f o [éDs vy £nb(go gn—_lfl?dy = f(f o [‘Sﬂ: v agn]jQVn_.g o [gﬂ} e }‘En.}ﬂu-

L'equivalenza tra (b) e (¢) & poi immediata: basta osservare che, grazie a (2.2), la
misura v verifica la relazione £4() = p e quindi, per la definizione stessa del nucleo @,
...colncide con (. se, .e.solo se, verifica la. condizione. (b)... ...

Infine I'equivalenza tra (c) e (d} non & che un caso particolare di un noto criterio
riguardante la legge condizionale in presenza di un legame. fungionale. Infatti, nel
caso presente, ha luogo il legamme funzionale Xy = & o X e inoltre, denotando ancora
con Hg il nucleo, dallo spazio {F, Fy) a (Eg, £y), associato a &p, si vede subito che il
nucleo composto QHy coincide col nucleo identita relativo a (Eg, £): basta osservare
che, per ogni misura di probabilita A su (Ey, &), la misura\Q.Hp, essendo I'immagine
di A} mediante &, coincide con A per la deﬁ-niziong&_gtessa{' A&l nucleo 0. |

e
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" 1. Osservazioni e risultati preliminari

Data una famiglia ((Ei,&,u.,-)) di spazi_probabilizzati (con I arbitrario in-

sieme nop, vuoto), c¢i proponiamo d1 dlmostrare che esiste una:e una sola; misura
prodotto della famiglia {y;);e;. Com’eé noto, con questa locuzione s’intende una
~misura di probabilita definita sulla tribi prodotto ®ze!€ ‘e che, a ciascun ‘ret-
‘tangole misurabile” della forma [Licr Ai, con A; € & per ogni 4, e con A; # F; solo

per un numero finito di indici 4, attribuisca come misura il numero H,‘E 7 M (A ).

{ennin. A optzalis gudienetiieay

K chiaro che due misure prodotto della stessa famiglia (1;)ies sono necessaria-
mente identiche perché coincidono sulla classe dei rettangoli sopra descritti, la quale
& una base per la tribl ‘prodotto. Rimane da provare I’ esistenza. A questo scopo,
cominciamo col ricordare che, se (E, &, u), (F,F,) sono dué spazi probabilizzati, e
se N denota il banale nucleo-markoviano, da {E, £) a (F, F), definito da N(z, : )= v
per ogni z di ¥, allora la misura prodotto ;» ® v: ¢ la trasformata di p ‘mediante il
nucleo /. In secondo luogo, si prova facilmente; per induzione, che, data una famiglia
finital {(E;, &, 4:))o<i<n: di spazi probabilizzati, esiste.sempre.la.misura-predotto
pho- @Gt Pern = A, il risultato si riduce a quello gia ricordato. Per passare
da. 7 a n + 1, basta osservare che la misura prodotte Ho ® - @ Jiny1 € immagi-
ne di (pag B Pﬂn) ® i1 Mmediante l’apphcamon? (Eg X+ xE ) * FEpy1 in
Eyx- - x En+1 che &d ogni elemento ((:r:g, C T, :I:n+1) del primo spazio associa
(To, . - 33n+1)( ol sty

Sara poi utile anche losservazione seguente.

(1.1) Osservazione.  Se v & una misura prodotto per la famiglia (u;)icz, € se o

& un’applicazione biunivoca di un insieme J sull’insieme f, allora, anche la famiglia

g 1]
ammette una misira I'OdOttD remsa,mente 2588 ammet e come misura
o{f}}fe] 8 P

prodotto T immagine di ¥ mediante l’apphcamon? dello spazio HIE 7 E; sullo spazio

[1;e Essy che, ad ogni elemento (1;)ier del primo spazio, associa (Zo(iy)ie s T
pLTSTALE | \J

Cid premesso dimostriamo un primo risuitato parziale:

E(l 2) Lemma. Ogm fa,migha. rI}}_IE{@_JEE@_?;IE dj misure dj probablhta an}mette una
‘I misura prodotto. o

Dimostrazione? ‘Naturalmente, grazie all'Osservazione (1.1), bastera limitarsi al caso
di una famiglia numerabile #ifinita, anzi addirittura al caso di una sucééssiqhe. Con-
sideriamo dunque una successione ({En, &n, ,uﬁ))nEN di spazi probabilizzati. Per ogni
intero positivo n, denotiamo con N, il banale nucleo markoviano, relativo alla coppia
di spazi misurabili

(Eox - xEp, &®--®&), (Ens1, Ent1),

}(\ i . 1 rs v ., e o o
0 l/f) A P i Loty - { j (’J T TRl Ay b s
C5 L\ N Ve 1 e Sy f.-i\"i_"f] E L )

. R B e T I /

{ Fin s

[y

et ,_;-.

g




cosi definito: :
Nn((«’fios--- $n}: ) = HEnt1:

Consideriameo, sullo spazio Hn)»o E., la successione (fn)nxn delle proiezioni canoni-
che. Grazie al teorema di Ionescu Tulcea, esiste un’unica misura di probabiliti s
su ®n>0 Ensecondo la quale £y abbia come legge ug e, per ogni intero positivo n

il nucleo N, sia una versione della legge condizionale di &,,; rispetto al blocco
(o, ... ,&n). Per provare che la misura v cosl caratterizzata e la desiderata misura
prodotto della successione (pu,)n>q, basta provare che, per ogni intero positivo n e
ogni famigha (A;)o<j<n d'insiemi, con 4; € & per 0 < § <, si ha

v (Mossen 6 € As}) = o #s(Ay).

Cio si verifica immediatamente per induzione. O

2. Il risultato generale dl esistenza

fam1g}1a ( thi ).LE I-

Djmostrazmne. Poniamo

1= IL-e; E;, A= ®ief &

e denotiamo con {&;);er Ia famiglia delle proiezioni canoniche di €2 sui singoli fattori.
Inoltre, per ogni parte J di I, numerabile e non vuota, posto

F; =1l B Fi=Qecs i Gs =T ([¢ilics),

denotiamo con v, la misura prodotto {esistente in virti1 di (1.2)) della famiglia nume-
rabile (j4;);e s € con Hy il nucleo di composizione col blocco [€]ies. Poiché Pimmagine
di 2 mediantc questo blocco ¢ 1'intero spazio Fy, sappiamo che Hj; & un nucleo,
da (Q,Gs) a (Fy, Fj), dotato d'inverso. Posto Py = vy H; "', possiamo dire che P; 2
I'unica misura di probabilita su (2, G;) secondo la quale il blocco [£;];es abbia come
legge v;. Se ora J, L sono due parti di 7, numerabili ¢ non vuote, con J C L, &
facile riconoscere che la restrizione di Py, alla tribhi G; da anch’essa al blocco [€]ie
come legge v; (e quindi coincide con P;). Si tratta semplicemente di verificare che,
se (Ai)ics & una famiglia d’insiemi tale che si abbia A; € &£ per ogni elemento ¢ di J
e che l'insieme {i € J: A; # E;} sia finito, si ha

Fy, (miej{fi € Ai}) = HieJ’ il Ag).

Ma cid ¢ evidente; infatti, sc si pone 4; = E; per ogni elemento i di L\J, Peguaglianza
da dimostrare si pud mettere nella forma

Py, (nieL{‘fi € Ai}) = H\EQL F-:'(Ai)'

2




Proviamo ora che la tribu A coincide con 'unione delle tribu della forma G, con J
parte di 7 numerabile e non vuota. Indicata con H questa unione, osserviamo che
essa ¢ contenuta in A e contiene la classe degli insiemi della forma {§; € A} con
ieleAe & Tutto dunque & ridotto a provare che H & una tribl. Ma per questo
basta osservare che, comunque si assegni una successione {Ap)n>1 di elementi di H,
se, per ciascun indice n, si sceglie una parte J, di I, numerabile e non vuota, tale
che si abbia A, € G;,_, e si denota con . 'unione degli insiemi J,, si ha A,, € G per
ogni 7.

Osserviamo che, se A & un fissato elemento-della tribu A, le misure 72, corrispon-
denti alle parti J di I, numerabili e non vuote, tali che A appartenga a G assumono
tutte lo stesso valore su A. Infatti, se P;, P sono due siffatte misure, allora, poiché
la misura Pj_r le prolunga entrambe, risulta Pr{A) = Py p(A) = Pr(A4). Esiste
dunque, sulla tribl A, una funzicne P che prolunga simultaneamente tutte le P;. Si
verifica subito che P & una misura. Infatti, data una successione (A, },>; di elementi
di A, a due a due disgiunti, si pud trovare una parte J di 7, numerabile e non vuota,
tale che tutti gli A, appartengano alla tribu G;. Allora, poiché P coincide con Py

suGy, siha
P(Un21 Ay = Eﬂ.Zl P{Ay).

Per completare la dimostrazione del teorema, basta osservare che la misura P cosi
costruita & una misura prodotto per assegnata famiglia {p;);cr: infatti, se (4;)ier &
una famiglia finita e non vuota d’insiemi, tale che si abbia A; € &; per ogui elemento ¢
di J, allora, poiché la misura P coincide con Py su Gy, si ha

P (ﬂ@eJ‘[éi € A’a’}) = Hie.} pi(As). O
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1. Spazi polacchi e loro sottospazi

(1.1) Definizione. Si chiama brevemente (spazw polacco uno spazio topologico
metrizzabile FE, di tipo numerabile, tale che esista una distanza, compatibile con
la sua topologia, per la quale E sia uno spazio metrico completo.

Sono immediate le due proposizioni seguenti.

spazrlo golacco
L

(1 3) Proposizione. Ogni sottospazig chiuso di uno spazio polacco & uno spazio
po}acco

Allo scopo di ottenere ulteriori risultati riguardanti i sottospazi polacchi di un
assegnato spazio polacco, cominciamo col dimostrare la proposizione seguente, la
quale riguarda i sottospazi aperti di uno spazio metrizzabile.

Dimostrazione. 4 Sia d una distanza compatibile con 1a topologia di F. La tesi & imme-
diata se U & eguale all’intero spazio F. Supporremo dunque U # E. Consideriamo
allora la funzione reale continua f cosi definita su E:

flz)=d(z,U¢) perzekE.

Si ha allora U = {f > 0}. Counsideriamo pol Papplicazione g di U in £ x R cosi
definita:

g{z) = (z, 1/f(z)) perzel.

S5i ha allora -
gU)={{z,t) e ExR: tf(z) = 1}.

Dunque g(U) & un insieme chiuso di EXR. Inoltre I’applicazione g & un omeomorfismo
di U su g(U): essa & infatti un’applicazione continua e iniettiva di U su g(U), la cui
inversa & la restrizione a g{U) della proiezione canonica di £ x R sul primo fattore.

Dalla proposizione appena dlmostrata discende il corollario seguente,
(1.5) Corollario. Ogni sottospdzm dperto di uno spazic polacco é uno Spalmd)L }EJO-

lacco,

Dimostrazione? Siano E uno spazio polacco e I/ un sottospazio aperto di E. Dalla
proposizione precedente discende che U & omeomorfo a un sottospazio chiuse dello
spazio polacco E x R, e dunque a uno spazio polacco (si veda (1.3)). 0

1




Ci proponiameo ora di dimostrare un’importante caratterigzazione dei sottospazi
polacchi di un assegnato spazio polacco. A questo scopo, cominciamo col dimostrare
il risultato seguente, relativo a un arbitrario spazio topologice separato.

sione di sottospazi di E Allora il sottospazio ﬂ 1 A @ omeomorfo a un sottospazio
chiuso dello spazic prodotto Hn>1

s

Dimostrazione” Denotiamo con D la diagonale dello spazic EN . Basta allora os-
servare che I’ omeomorfismo z — (z,z,...) di £ su D trasforma l'insieme [, .., A,
nell'insieme DM 1[5, An. £

Il risultato appena dimostrato ammette il corollario seguente.

{1.7) Corollario. Siano F' uno spazio polacco e £ un sottospazio di F'. Si supponga.
che E sia Vintersezione di una successione {Vy)n>1 d’insiemi apertj di F. Allora F &
polacco

D]mOStI‘&ZI'OHE?F Lo spazio prodotto Hn>1 V,. & palaceo, tale essendo ciascuno dei V,
(si veda (1.2) e {1.5)). Inoltre, grazie a (1.6), F & omeomorfo a un sottospazio chiuso
di J[,5; V. Da (1.3) discende dunque che E & polacco. s

Ci proponiamo ora d’invertire Paffermazione di (1.7). A questo scopo, & utile
premettere 1'osservazione seguente.

(1.8) Osservazmne;# Siano dati uno spazio topo]oglco F, un filtro F su di esso e
un sottospazio £ di F che incontri ogni elemento di F. E allora possibile considerare
su F la traccia del filtro F, ossia il filtro £ costituito dagli insiemi della forma AN E,
con A € F. Nello spazio F, & chiaro che £ & una base di filtro, piil fine del filtro F.
Inoltre, affinché un assegnato elemento di F sia, nello spazio F, limite del filtro £,
occorre € basta che esso sia, nello spazio F, limite della base di filtro £.

Cid premesso, siamo ora in grado di dimostrare 'inverso del risnltato (1.7}, ossia
il risultato seguente.

(1 9) Teorema. Siano F' uno spazio polacco e E un sottospazio di F'. Si supponga
_.che FE sia polacco Allora F ¢ Vintersezione di una successione d’insiemi aperti di F.

In realtd, dimestreremo qualcosa di pit: ossia il risultato seguente, del quale (1.9}
& un immediato corollario.

(1.10} Teorema. Siano F' uno spazio topologico separato e E un sottospazio di F.
Si supponga dbe esista su F una distanza d, compatibile con la topologia di E, che
faccia di E uno spazio metrico completo. Allora esiste una successione (Vo )u>1 d’'in-
siemi aperti di F tale che si abbia (denotando con E la chiusura di E in F)

(1.11) E=En,>Va



¥

Dimostrazioné’ Per ogni parte non vuota A di E, denotiamo con diam{A) il diametro
di A secondo la distanza d. Denotiamo poi con V la classe degli insiemi aperti di F
e, per ogni intero n strettamente positivo, poniamo

Vo={VEeV:VNE#B, diam(VNE)<1/n}.

Denotiamo infine con V,, I'unione degli insiemi appartenenti a V,,. Proviamo che vale
allora la relazione (1.11}. Per ogni elemento z di F ed ogni intero n strettamente

....positiv.o.,_.l.’insieme..non..vuoto...{y..e.E..:....d(y.,.m)....(. 1/(2n)}, essendo un. insieme aperto .. ... ... ..

del sottospazio F e avendo diametro minore di 1/n, ¢ della forma VN E, con V € V,.
Percid z appartiene a V,,. E cosi provato che il primo membro di {1.11) & contenuto
nel secondo. Per provare Pinclusione opposta, consideriamo ora un elemento z del
secondo membro e, detto F{z) il filtro degli intorni di z nello spazic F, denotiamo
con £(x) la traccia di F(z) sul sottospazio E, cioé poniamo

Ez)={VNE:VeFa))

Allora &{z) & un filtro su F che, secondo la distanza d, & un filtro di Cauchy. (In-
fatti "appartenenza di z al secondo membro di (1.11) implica che, per ogni intero n
strettamente positivo, z appartiene a V,,, sicché V,, N £ &, nello spazio E, un intorno
di z di diametro minore di 1/n.) Per la completezza dello spazic metrico (E,d), ne
segue che, in questo spazio, il filtro £(z) converge verso un elemento y di E. Grazie
all’Osservazione (1.8}, cid equivale a dire che, nello spazio F, la base di filbro £(z)
converge verso y. D’altra parte, essa converge anche verso z (in quanto & piti fine
del filtro F(z) degli intorni di z). Dungue, essendo lo spazio F separato, il punto z
coincide con y e quindi apparticne a F. I teorema 2 cosi dimostrato. {1
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1. Deﬁmzlone e pr1m0 esempio di spazio regolare

(1.1) Definizione. Uno spazio.misurabile {F,F) sard detto regolqr_ti___
concetto di legge. condlzlon(alia e, comunque 81 prendano uno spazio proba.blllzzato
{2, A, P) e, su di €sso, una varlablle aleatorla Y a valorl 1n (F F) e una varlablle

.- della- legge.condizionale di- Y- rispetto-a- X -

N
G_{'\' ol | ‘-'{.;,-\ ¥ G .[-
{([_.;{ S "[L"]»’f_l

M e - ..\»/- ﬁ.[{’--\;
L

rewn Foet

nirf/{j%mu\

2) Teorema Lo spazm nnsurablle w&

+ zione NIj o, cioé @ = N (z,]—00,7]}, & misurabile-su-(£;&) perché ¢ costante ;{';J__ ]e/;

alla variabile aleatoria f, o X, &, al pari di questa, una versione della speranza con- °
<, dizionale (1.3). ] W fan X )

Un primo imp__c’\jiﬁ’ante esempio di spazio misurabile regolare & fornito dal teorema
seguente.

f\.’/\fl A

DJmostrazmne Assegnate S Uno spazm probabﬂlzm’so (Q .A P) una variabile alea-
toria X, a valori in un arbitrario spazio misurabile (E, £}, e una variabile zleatoria
reale Y, si fratta di esibire una versione della legge condizionale di ¥V rispetto a X.
& una base per la tribu B (R) bastera costruire un nucleo markovmno N, da (E' & ) a
(]R B(]R)) tale che, per ogni numero razionale r, la speranza condlzlonale

(1.3) Plh o@r]OY|X] (>
[EEAISY o {rey
ammetta come versione la variabile aleatoria (NI] Do,;) o X. A questo scopo,
scegliamo, per ogni numero razionale r, una versione della speranza condizionale (1.3):
per il lemma di Dogb, essa sara della forma f-o X con f, funzione reale misurabile/.

s e A f W
su—{E—E] (Grazie alle propricta della speranza condizionale, ciascuno dei tre :msuamlL (;_" N RGN
seguenti avra, secondo la legge i di X, misura egnale a 1: E1LT ] X

- N '..\. ‘._ ' - 'g} - I-
A = ﬂ?",SEQ, TS {f‘i" ._<__ f;}! B = ﬂTEQ {f,r. = lnfm,ifr—}-l/n}l é;-i‘l' 1 .!.
X r;IH ) e
C = {suppew fn =1, infpen fon = 0}. ' LY Ty
. ( K 7
Ponendo D = A BN sl avra ancora ,LL(D) 1. Per_ogni elemento = di D, ]ﬁ\{cal! “
denotiamo con Nz, -) la legge su B(R) caratterizzata dall eguaglianza VRV (TSR
[ P .; P
> (1.4) 'H N (®, |—00,7]) = fa(z} per ogni numero razionale r. _ {"};.i . e ;
i (] (ﬂj 1 ((‘r \ 3 2 SR 'UE

Poniamo inoltre N(z, -} = £o per ogni elemento = di B\ D ‘Rimane cosi definito - W*vg A e

un nucleo N che’ rlsolve il pro%lema Infatti, per ogni numero razionale r, la fun- ¢ cw.idy t_mg,_ﬁﬁlr (|

su B\ D e coincide su D con la funzione £, (alla quale & dunque equivalente secondo .
Jw); pertanto la variabile aleatoria (Nf]_m,,,]) o X, essendo equivalente, secondo P, (!"E"“’--“

Dl I‘\}

3




2. Proprieta della classe degli spazi misurabili regolari

(4 ek,
(2.1) Definizione. Dati due spazi misurabili (F, F), (Fp, Fp), si chra che (Fy, Fp)
& subordinato a (F,F) se esistono un’applicazione misurabile f di (Fy, 7o) in (£, F)

e un’applicazione misurabile g di (F,F) in (Fp, Fp), tali che go f coincida con I'ap-
plicazione identica di Fj.

. ossia che I’mmeme Fg apparténga alla tribu F e che Ja tribu .?30 sia costituita dagh ele-

: /- >J - menti di F contenuti in Fo. Allora (Fa, Fo) ¢ subordinato a (F, F), Per rlconoscerlo,

(  basta prendere come applicazione f Viniézione canonica di Fy in F e come appli-

" cazione g una qualsiasi applicazione di F' su Fy che lasciifisso ciascun punto di Fy e

che sia costante su F.\-Fg.

{b) Se due spazi misurabili sono tra loro 1somorfi (clot se esistc un’applicazione

biunivoca del primo nel secondo che sia misurabile insieme con la sua inversa), allora
ciascuno dei due spazi & subordinato all’altro. ,, .-

L’intcresse dclla nozione introdotta nella Definizione (2.1) & dovuto alla propo-
sizione seguente.

/l ?’nlzsurabﬂe (Fo}.;r{}) ad €ss0 subordmato

'y ‘L( R/rr ; 3 ¢ Dimostrazione. Siano f, g come nella Definizione (2.1). Siano date, su un medesimo
¢ afu 7): spazio probabilizzato, una variabile aleatoria Y, a valori in {Fp, Fp), € una variabile

02 aleatoria X, a valori in un arbitrario spazio Imsurablle Allora f oY, essendo una
variabile aleatorla, a valori nello spazio regolare {F, )}, ammette una versione della
legge condizionale rispetto a X. Dunque anche la variabile Y, che coincide con
g o (foY), ammette una versione della legge condizionale rispetto a X. o

g

{4 ¢ A e S s et
v

. I

La proposizione che segue si ottiene facilmente impiegando il concetto di nuclec
dz I{mespu. Tulcea.

4) Proposmlone Uno spazig_ mlsurabﬂe che sia 11 ppede#to dJ una fam:g} "

nerabile di spazi misurabili regolari ¢ a sua volta regolare.

 Dimostrazione. Uno spazio misurabile che sia il prodotto di una famiglia finite di
spazi misurabili regolari'si pud sempre pensare’ come un sottospazio misurabile di
uno spazio misurabile che sia il prodotto di una famiglia infinite numerabile di spazi
misurabili regolari (e che sia qumdl isomorfo al prodotto di una successione di spazi
mlsurablh regolarlj 81 vede dunque (tenendo conto di (2.2)) che & lecito ridursi aI
spazi misurabili regotari. Si tratta allora di provare che, comunque 8l assegnino uno
spazio probabilizzato {Q,.4, P) e, su di esso, una successione (Xp)n>1 di variabili




aleatorie, tale che, per ogni n, lo spazio d’arrivo di X, sia (E,,£,), € un'ulterio-
re variabile aleatoria Xy, a valori in un arbitrario spazio misurabile (Eg, &), esiste
quna versione della legge condizionale del blocco [Xy]a»1 rispetto a-Xy o, cid ch’e lo
'Stesso, esiste una versione della legge condizionale del blocco [Xnlnzo rispetto a Xo.
A questo scopo, scegliamo, per ogni intero positivo n, una versione N, della legge
condizionale di- X, 41 1:]1§.Petl_tq al bloceo [Xg,:.., Xi], e denotiamo con Q i1 nucleo di

)Ionescu Tu]cea, associato Alla successione (N )ﬂgg. Allora, com’e ben noto, @ & una

versione della legge condizionale del blocco [X,],>¢ rispetto a Xp. La proposizione
-ecosl. dimostrata. . B

(2.5) Corollario. Ogni spazio. polacCo (mumta deﬂa propﬂa tlbudberehana) é uno
‘spazio mjsurabﬂe 'olare . : :

Dimostrazione, Infattl ogni spazm polacco & onieomorfo a un sol’g’rospa/m boreliano
N ol fa bl i d
{pilt precisamente, a un G§) dello spazio [0, l]N &

}thH\f n_'t"\-'
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Sistemi proiettivi di misure di probabilita

1. Definizione di sistema proiettivo

Data una famiglia ((Ed,&-))i c; di spazi_misurabili, avente come insieme degli
indiei un arbitrario insieme / infinite, poniamo

Q:H’EEIE“ "4:@;6181 ,;‘

e denotiamo con (&;);cr la famiglia delle proiezioni canoniche di £ sui singoli fattori:

Indichiamo inoltre con # l'insieme di tutte ie parti di 7 finite e non vuote e, per ogni
siffatta parte H, poniamo

QH";: T ([&licn) - (Hck & gl-'. & (gl(-:}

Supponiamo infine assegnata, per ogni elemento H di #, una misura di probabili-
ta Py sullo spazio (€2, Gx).

(1.1) Definizione. Nelle ipotesi e con le notazioni sopra introdotte, si dice che
la famiglia di misure di probabilith (Py)men ¢ un sistema proiettivo, relativo al-
I'assegnata famiglia di spazi misurahili, se, per ogni coppia H, K di elementi di H,
con H C K, la misura Py prolunga 1a misura Pg, Si dice pol che una misura d1

tutte le Py. E chiaro' ‘the, se un sistema prolettivo ammette limite proiettivo, questo ((‘m{ . Y H e
& unigo. £ !' 4

(1.2) Osservazioned Sia J un insieme equipotente a I, e sia  un’applicazione
biunivoca di J su 1. Si denoti inoltre con @ Papplicazione (binnivoca e bimisurabile) _
dello spazio (12, A) nello spazio i st e}

(TLics Botiyr Qyes€otn))

che ad ogni elemento (;);es del primo spazio associa (Z,(;);es. Allora, per ogni

sistema. proiettivo (Pg)g, relativo alla famiglia di spazi ((Ei, Ei)) seq+ S1 pud costru-

ire un sistema proiettivo {Qg)g, relativo alla famiglia di spaz ((EW(J), so[:r')) e
ponendo, per ogni parte K di J, finita e non vuota, Qx = ¢ (Pqpr)) Si riconosce
immediatamente che, se esiste un limite proiettivo per il sistema { Py )y, allora la sua

immagine mediante @ & limite proiettivo per il sistema (Qx)x.

Nel caso particolare in cui 'assegnata famiglia di spazi misurabili sia una sue-
cessione, si pud introdurre, accanto alla nozione di sistema proiettivo, una nozione
formalmente diversa (e un po’ piti semplice), ma sostanzialmente equivalente: quella
di successione proietiiva.

(1.3) Definizione. Data una successione ((£,,&,)), ., di spazi misurabili, poniamo

nz>0

Q’=Hn21 En, A:®n208n

‘f—m)

(t:'vf MH KA
probabilita su A48 limite, Rrogettivo del sistema pr{nettlv%) (Pr)rcy Se essa pmlunga K By fia j ;a

l M




e denotiamo con (&,)n>0 la successione delle proiezioni canoniche di {2 sui singol
fattori. Incltre, per ogni intero positivo n, poniamo G, = T (£, ...,&,). Supponia-
mo infine assegnata, per ogni intero positivo n, una misura di probabilita Py, sullo
spazio {Q2,G,). Allora la successione (P,)p>o si dice proietiiva se, per ogni n, la
misura F,,41 & un prolungamento di £,. Si dice poi che una misura di probabilita
su.Adéun szzte pmzettwo della successione proiettiva (FP,),>1 se essa prolunga tutte
le P,.

{1.4) Osservazione’ (a) Nelle ipotesi della definizione precedente, si supponga
assegnata una successione proiettiva (P, }n>0. Se, per ogni parte A di N, finita e non
viota, si sceglie un intero n tale che si abbia H C {0,..;,n}, e si denota con P, la
restrizione di P, alla tribu generata dal blocco [€;);e 7, si definisce, senza ambiguita,
una famiglia (Py)g di misure di probabilita che costituisce un sistema proiettivo
nel senso della Definizione (1.1). Lo chiameremo il sistema proiettivo associnio al-
'assegnata successione proiettiva (Pr)n>o- E chiaro che, afinché una misura di
yprobabilitd P sullo spazio (f2,.4) sia limite proiettivo per esso, occorre e basta che P
l[s:{a limite proiettivo per I'assegnata successione proiettiva.

(b) Inversamente, si supponga assegnato un arbitrario sistema proiettivo (Py)y
relativo alla successione ((En, 8'“))'n>0 di spazi misurabili. Per ogni intero positive n,
si ponga P, = Ppp _ny- Allora & chiaro che la successione (P.)n>o & proiettiva e
che il sistema proiettivo ad essa associato coincide con l’assegnato sistema proiet-
HtiVD (PH)H

2. Esistenza del limite proiettivo

(2 1) Teorema. Data una famiglia infinita di spazj misurabili regolari, (rispetto

al concetto di legge condizionale), ogni sistema pro;ettlvo di Jegg: ad essa IPIacwo
ammette un (unico) lizmite proiettivo.

Dimostrazione’.\t Ci limiteremo a dimostrare i) teorema nel caso di una famiglia nu-
merabile. (L’estensione al caso generale si otterrd con un ragionamento analogo
a quello impiegato a proposito delle misure prodotto.) Consideriamo dunque una
farniglia infinita numerabile di spazi misurabili regolari, Grazie all’Osservazione (1.2),
¢ lecito, senza ledere la generalita, supporre che la famiglia In questione sia una succes-
sione ([E“’S”))nm' Grazie all’Qsservazione (1.4), sarda in realtd sufficiente provare
che ogni successione proiettiva relativa alla successione ((E,m(‘,',,b))ﬂ>0 & dotata di
limite proiettivo. Sia dunque {F,)n>0 una tal successione. Poniamo, come al solito,

Q:ano En, A= @ngogﬂ

e denotiamo con (£,)n>0 la successione delle proiezioni canoniche di (2 sui singoli
fattori. Poniamo inoltre, per ogni intero positivo n,

“T(‘ED:---:&R): Vn:[{'(}r-wgn](Pn)



Fissato un intero positivo n, mettiamoci sullo spazio (£, Gny1, Pny1). Poiché lo
spazio misurabile (E, 1, &£,41) & regolare, & possibile scegliere un nuclec N, che sia,
secondo Py, 41, una versione della legge condizionale di £,41 rispetto a (o -« s Enl
(irazie al teorema di Ionebcu Tulc,ea esiste, sulla tribh .4, un'unica misura di pro-
babilith, P secondo la quale 1a variabile aleatoria £ ammetta o come legge e, per
ciascun intero positivo rn, il nucleo IV, sia una versione della legge condizionale di &, 1.1
rispetto al blocco [£y,. . .,£,.]. Vogliamo provare che la misura P cosi caratterizzata
e limite proiettivo dell’assegnata successione proiettiva. A questo scopo, osserviamo

.che il nucleo, da (2,G,) a (Eox.: X Ep, £o®::-QE,), associato.al blocco [€o,nvosdn] o .

ammette inverso, sicché due misure di probabilita su (2, G,,) che diano la stessa legge
a questo blocco sono identiche. Dunque, per provare che la misura F prolunga
tutte le misure F,, basfera verificare che, per ogni intero positivo n, essa da al
blocco (o .. ., &n] 1a stessa legge vy, che gli dd Py:

{2.2) o, El(P) = vy,

La tesi & vera per n = 0 (per la definizione stessa di P). Supposto che essa sia vera
per un certo intero positivo n, dimostriamo che si ha anche [£g, ..., &+1](P) = vpya.
In modo equivalente, si tratta di provare 'eguaglianza

[[‘501"‘1611]5 ‘fﬂ+1](P): H D‘---,gn], ‘fﬂ+1]{Pﬂ+1)'

Questa discende dai due fatti seguenti.

{a) Secondo P, il blocco (£, . .., &,] ha legge v, (per I'ipotesi induttiva (2.2)) e la
variabile aleatoria &,41 ammette NN, come versione della propria legge condizionale
rispetto a (£, ..., &x] (per la definizione stessa di P).

(b) Secondo P41, il bloceo [£g, ..., £,] halegge v, (perché, grazie alla definizione
di successione proiettiva, P,y; prolunga F,) e inoltre la variabile aleatoria &,
ammette IV, come versione della propria legge condizionale rispetto a [£o,...,&.]
(per la definizione stessa di Ny, ).

I’affermazione & cosi dimostrata. i

(2.3) Osservazioné, Nella precedente dimostrazione, ipotesi di regolarita rispetto
al concetto di legge condizionale 1jgh & stata sfruttata per 10 -spazm (Eo, on
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1. Definizione di catena di Markov

In tutto il seguito si suppongono figsati uno spazig misurabile {F, £) e un nucleo
markcmano N ad esso relgtivo.

Su uno spazio probabilizzato (2, A, P) sia data una Successione (Xn)n>p di va-
““riabili aleatorie & valori m (E, £). St dice che’ 11@:-9@@380 X =1Xglnzne una-catena(di; ooy

Markaﬁ) compatlblle col nueleo, I‘{ be ]per ogni n, & verlﬁcata la conchzmne seg%ente )
oodtag, ’) to & ity

(Nf)oX & una versione deﬂa speranza condjzmnafe P[f 0 X.n+1 |X0, e Xn]'i
W e My, Nega Xoo € B1fo Ky | X0 X1 ] 3 K K T oy Ko
La condlzzone (a) si pud t-P&d—‘di‘l“e nel 1mguagg10 delle ieggl condumnal] in cia-

scuno deil due modi seguenti:

I

“{&)Una versione della legge condizionale di X, ;1 rispetto a [Xg,...,X,] & il
mucleo L, da (E.“ﬂ,é"g""“ffl)—a (E,E), cosi definito:

Fededi U N n I L ((mﬂa .'J '-wﬂ-) )'_ N(wﬂ.; . ) ) ‘é’i - N 3;} L\\J.;-{:\(_f_ ,X’r_g_\’xn }

: \ \/ 6 t ;_/ Cf‘u’h £on -'th| f N | 5("] I e 6y __f‘t"g . 5 ri I,r \—}rI_ 5 \({ e

S *>(a”} Una versione della Iegge condjzmnaie di Xn+1 rlspetto alla tribit generata
S da Xg,...,Xn € il nucleo M, da (@, T(Xo, .., X)) a2 (E,£), cost definito:

M e By
il A
M, ) = Ln(Xo(@), -, Xa(@)), ) = N(Xalw), ). 1
((‘ul . aF t“i oo, COTR IS I :\” O rwiatzads v D"""H"'\ \\; B
Si supponga ora che, sullo spamo (2, A, P), sia assegnata anche una filtrazione

F= (j?n)nZO- { {‘:l.-q ¥ (fr:{ AR , ity L2 ﬂ{} beie (30 X

Allora si dice che il processo X e una catena di Markov compatibile col nucleo N £

t .
(o' N -eefinnd )y con Ia ﬁltmzwne }' se X adattato a ]-_ € venﬁca, per ogni n, la condizione seguente
CF b T R ol Gl Moy Hoy € {)n)

(b) Per ogni funzmne f fimjﬁa,ta e misurabile su-(E,£), la variabile aleatoria

(Nﬁi)DX ¢ una versione della speranza condizionale P |f o Xn11 | % £ X L i A

Vf EMUBY 5 NAo Xy £ B Lo Xows i‘{i.!m_l [ " | n] M- cafonn, -

Quest'ultima condwmne 81 pud cosi tradurre nel linguaggio delle leggi condizio- N4a ¢, & G000

nali: it | JN,I\_;{,{.-,_Q
/‘( NS

(b') Lo stesso nucleo 3, I Sopre introdotto, se considerato come nucleo da-(, 7). Lo ],
a (FE, &), risulta una Versmne dolla legge condizionale di X, 41 rispetto alla tribu fn e o\,

(contenente la tribu generata da Xy, ..., X, ). S D T N S mn-\m &y
R iy \l'f\{ el bt ] -
) immediata la proposizione seguente. FU A (Ko K

byt 1) Proposizione. Su uno spazio probabilizzato (2, A, P) sia X una catena di i |
S Markov compatibile col mucleo N, e si denoti con. pu la legge di Xg. A}Iora per ogni o |
_/ " lintero positivo n, la legge-di-Xy, coincide con uN™. Y wro , KalEY - 641 i e "J-f
N Y A [ (= Xty
." s E Km 1 o J Ff\l K .\[\ L,
. / G[ i . 3 o R s .
(£, %™ 8 WEB)

A el e A ey T
Ry \.,(u‘},t 2 gy T T '
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e I
T T
. Syl TEL O




Dlmostrazwne L’affermazione & ovvia per n = 0. D alira parte, se si suppone che

K RN
stV.d essa sia vera per 'intero n, si ha Sk
'k (P, foXni1)='(P, (Nf)oXy )"(bﬂN” Nf) —{MN"“ .
s 1L’affermazione rimanc dunque provata per mdu?mne rl
LN & Y - pewones plelit conne yue rodiae 20 ) 2 ApAiit L B 1 ol _ STED- 3 P T
2. Realizzazione canonica A fenun cuny Pt e
Po = Eq feo g ON
onsideriamo lo spazio canonico munito della tribn prodotto . Inoltre o Nt
Consid lo sp EN, to della tribh prodotto £3Y. Inoltre, fl\l‘\a
per ogni intero positivo n, denotiamo con &, la proiezione canonica di indice n di EN

el b E- {G' fjt_\m:;r.;_;.n\j

Applicando il teorema di Tonescu Tulcea, si vede che, per egni legge i su £,
| esiste un’unica misura di probabilita P, su £%N secondo la quale il processo canonico |
[érnla>0 sia una catena di Markov compatibile col nuclec N' @ ammettente g come
__“_leggq___;p;z;@le_ (cioe come legge di &). Inoltre applicazione (1mett1v&) fh P,

2

“indotta da un nucleo markoviano”. In altri termini: se, per ogni e(lemént.o x d1

e

E, si pone Q{z, -) = P, la famiglia @ = (Q(z, - ))zer ¢ un nucleo markoviano,
relativo alla coppia di spazi misurabili (£, £), (EN, 5®N), e, per ogni legge 1 su £, si
ha P, = nQ.

1l nucleo @ si chiama la rea!azzazwne canomca del nucleo N

e e !

R~ Ry = QLN

PN

, I facile riconoscere che, per un assegnato processo, il fatto di essere una catena di
Maxkov compatibile col nucleo N e avente un’assegnata legge iniziale & una proprieta
che dipende solo dalla legge del processo ,(pcnsato come, v&{mablle aleatoria a valori

inello spazio cr—momco) Piu precisamente: A ’

j‘:’ \
(2 1) Proposizione. Su uno spazio probabilizzato (2, 4, P) sia assegnato un pro-’

gcesso X = [Xa]|n>o, avente (E, &) come spazio degli stati. Denotiamo con v la Suaf‘;
jlegge e con y la sua legge Iniziale, cioé poniamo f

Cv=X(P), = Xo(P)L=&(). J
s“” Denotiame inoltre con & la realizzazione canonica del ﬂuc}eo N. i

g;Le condizioni che seguono sono allora equivalenti: %:g
Y {a) II processo X e una catena di Markov compatibile col nucleo N. {ﬁ
;3 (b) Sihav=pQ. gg
;z {c) _ @ & una versione della legge condizionale di X rispetto a Xo. %;%

Dimostrazione. Affinché valga la condizione {a), occorre e basta che, per ogni n e
ogni coppia f, g di funzioni misurabili e limitate sugli spazi £™T1, E rispettivamente,
si abbia

P[f(Xg, . :Xn) g(Xﬂ-{"l)} - P[f(XUJ L }Xn) Ng (Xn)]a

ossia



v[f (€. én) 9lbnr)] = vFl&o, .. &) No (&)].

In altri termini: affinché valga la condizione (a), occorre e basta che la misura di
probabilitd v renda il processo canonico una catena di Markov compatibile col nucleo
N, ossia coincida con u@) (che & I'unica misura dotata di questa proprietad). E cosi

provata ’equivalenza tra (a) e (b}.
Per provare Pequivalenza tra (b) e (c), osserviamo che & Xy = £ o X e che, per
ogni fissato elemento z di E, Pimmagine di Q(z, -) mediante £, & eguale a e;. Cio
. basta per concludere, grazie a un noto risultato sulla legge condizionale in presenza = .
~di un legame, funzionale. 0

e iy
__ (2 2) Corollario. Sia X = [Xﬂ]n>0 umna ga_ 1a di Markov compatibile col nucleo KC -
Aﬂora per ogni intero positivo n, una versione  della legge condizionale di 2, Tispettd
“a Xo & il nucleo N“ : o

Dimostrazione. Con le notazioni di (2.1), si ha X, = &, 0 X e () € una versione della
legge condizionale di X rispetto a Xp. Percid una versione della legge condizionale
di X,, rispetto a Xy & Q¥K,, dove K, denota il nucleo associato a &,. Ma, per
ogni legge p su £, si ha pQK,)= £, w{g) = uN™ {(dove 'eguaglianza finale discende
da (1.1)) Si vede dunque che QK, comeide con N™, u!

3. Proprieta_forte di Markov
- . ¢ {f) N
Assegnata, su uno spazio proba].’g}_llﬁ'?afo (2,4, P), una filtrazione (Fy)n>0, se

T & un tempo-d’arresto ad essa relativo, si denota con’ .TT la trlbu{ cost1tu1ta dagli
eventi A, appartenenti a \/, F,, tali che si abbia

{% Ani{T <n}l e F, , ool AT s on QS)H} \5%

per ogni intero positivo n. Questa triba & detta ]a tribti degli eventi anteriori aT
Fasa si riduce a Fp, quando T commda con la costa;nte m (Clo rende coerente 1a oy

notazione adottata.} Ju e (005 T & G B Lol ( "’i;\tz:; o ”f: "ic |
: . i A #
In tutto il seguito, supporremo ﬁssato yn elemento J di E e adotteremo la ,,)1 [l Ar ‘6|
seguente U A
|J| @ o-ad s N
LAY e J J
Convenzione: Se X = [X,,]n>0 € un processo avente (£, £) come spazio degli stati, '
e se T' & una variabile aleatoria discreta a valori in N U {co}, denoteremo con Xr la |
variabile- aleatorlzzfchc coincide con Ja costante 9 su {T = oo} e che, per ogni intero
positive n, coincide con Xy, su {T =n}. x i @ AT} s T Ly { s
] Ay Ko ot IT%= ol Vs o Thif g S
[z 6 w/ii
¥ J(?J?“ Pyt ity
. ) ] é?>981&1 o1 T un tempmdr&rrcsto, _
relativo a questa ﬁItrazmne con P{T < oo} # 0~ G i ]
Allora, secondo la misura di probabilita P( - |{T < oo}), il Drocesso [X74n] w0
» ;
‘I& una catena di Markoy compambﬂe col nucleo ,ﬁa e con la filtrazione (fT+n)m~m "
(({fl(}id ' 5 £ ||~:I {;:‘ I lt)lr 001 ‘) ’)
3 ( Y onz o S AN [T =l 5&‘.:} Ly \'/ Mo Aol 7o Le
{B-f‘f'ﬂ‘i [} )




~, la realizzazione canonica di N. Allora, per ogni Intero positivo m, una versione della

§ la vaﬂabﬂe aIeatorla Q f X

Dimaostrazione. Che il processo [X T+'n]n>g sla adattato alla filtrazione (}'T.;_n)
e facile da verifi(c_g;ti._: Per provare 1l resto, posto
P BT <o),  Pp=P(-|H)

e fissati un intero positivo n e una funzione f limitata e misurabile su-(E, £), occorre
provare che si ha

n>0

Py [fDXT+n+1 ] FT+n] (Nf]OXT+n

L sy
Pur di sostituire T con T + n, si puo supporre, senza ledere la generalita, che sia
-n-={. Si tratta allora di dimostrare che, per ogni elemento A d T, risulta |

m\‘ AR \' /l\r'ﬁ,']"_ o i 3

-

fAfOXT+1 dPy = IA Nf)oXT dPy. e @y v0iS Ty B

Moltiplicando per P{H) entrambi i membri di questa eguaglianza, si ottiene Pegua-
glianza equivalente

fAr‘inoXT"I"l dP = fAﬁH (Nf)DXTdP

Per provarla, basta verificare che, per ogni intero positivo m, si ha

fAn{T=m}f°Xm+1 dp = fAn{sz}(Nf)oXm dp. |( \ /“ 2wy

Ora, quest’ultima relazione discende dal fatto che evento AN {T = m} appartlene
a Fp, e che X & una catena di Markov compatibile col nucleo N e con la filtrazione
(Fr)n>0. Illteorema ¢ dunqgue dimostrato. D

il(lr

32) Corollario. Su uno spazio probabilizzato (2, A, P) sia X una catena)dl

arkov compatibile col nucleo N e con la filtrazione (.Fn),,;g Si denotj inoltre con Q'

1£Jegge condizionale def processo. fraslato [Xm+n]n>[] rispetto a Fr, € il nucleo K, cosi

ijdeﬁmfo """""" {

m(u ): (Xm(w) ) (f?“;\ K'“l I'? + He o ”f*‘-ﬂ )\:\T;)\‘?

n altri termini: per ogni funzione f limitata e misurabile sullo spazio (EN S®N) una
versione della speranza.condizionale

E . . P[f [Xm+n]ﬂ>0 | Fm]

Dimostrazidne Poiché X % la variabile aleatoria iniziale del processo [Xm+n]n>"g,
jil quale, grazie al teorema precedente, & una catena di Markov compatibile col nu-
icleo N e con la filtrazione (Fm+n)n>0, si pud supporre, senza ledere la generalita,
che sia m_=_0 (nel gual caso, il processo traslato coincide col processo X stesso)
Si tratta allora di dimostrare che, fissato un elemento . dj o, Tisulta

[y foXdP = [,(Qf o X, dP:

Naturalmente, si put supporre H non trascurablle ‘Apphcando allora il teorema

Q"lrl i

Gk o] it .,L'
precedente al tempo-dazresto T che coincide con 0 su H & con +oo altrove, si trova " . R
che, secondo Pg, il processo Y definito da ¥, = Xry, & una catena di Markov e, 1 {
. {:(;L ST ' A ;(Fm}_‘_{] “:.‘:;Iii‘-’\':‘-'-\'-s o
. E é\) . 4 Ol - Ko Moo |

.]<u'r L]



(3 3) Curollarlo NeHe stesse ipotesi del corollaric precedente, le condizioni ché.

compatibile col nucleo IV, ossia (vedi (2.1)) ammette § come legge condizionale
rispetto a ¥y, In particolare, si ha Py [f Y] Py [[Qf) 0 Y[]] Questa relazione

equwale a quella da dimostrare (grazie al fatto che ¥ coincide su H con X). [

-{a) 1I processo tra.siato [Ximinln>o € indipendente dalla iribta Fy,.

Dimostrazione® (a) = (b): se l'intero processo traslato & indipendente da F,,,, allora
a maggior ragione la variabile aleatoria X, ¢ indipendente da F,, e quindi degenere.

(b) = (a): se X,, & degenere, allora, per ogni funzione f limitata e misurabile
sullo spazio canonico EN, la variabile aleatoria reale (@f) o X,. & degenere, ossia
equivalente a una costante. Percid la speranza condiiiéhaié"P[ 0 [Xmtn)n>o |fm]
ammette come versione una costante, ossia la costante [ f di, dove v denota la legge
del processo traslato. Per l’a.rbitrarleta di f, cid vuol dlre che il nuclen costante
identificato a v & una versione della legge condizionale del processe traslato rigpetto
a Fm, ossia che questo processo e indipeiidente da Fi,. =

Come ulteriore applicazione del Teorema (3.1), dimostriamo infine la propo-
siztone seguente, che ci sard utile nella prossima sezione.

(3.4) Proposizione. Sidenoti con ) la realizzazione canonica del nucleo N, con 6.il
processo [En+1]n>0 sullo spazio canonico (EN S®N) e con: 9 il nucleo di composizione
con 8, ossia il nucleo, relativo allo spazio canonico, che opera sulle funzioni nel modo

seguente: ©f = fo8. Si ha aﬂora

- (3.5) Q6= NQ

Dimostrazione. Sia p un’arbitrarla legge su (E?E). Se, mettendoci sullo spazio

(3.6) (B €55 0Q) (gpme g0

- applichiamo il Teorema (3-1) al Processo cancnico [€n]n>o € al tempo d’arresto costan-

temente eguale a 1, troviamo che, sullo spazio (3.6), il processo § 7.£ una catena di
Markov compatibile col nucleo N. Inoltre questa catena ha comé Teééé iniziale la
legge di &;, ossia ,uZY Cio equlva}e a dire che la legge di ¢ secondo uQ ¢ ,u,NQa? ciot

che, per ogni funzlone f limitata e misurabile sullo spazio canonico (EN 8 ®N) si ha

(U@, f o B) = (uNQ, f), (o i
(G

/(9((_3 Gy b&{}\é“} m FQ“}

ossia {@udds)
(1 QO = s, NGS).

Quest’'ultima eguaglianza, grazic all’arbitrarictd di g e di f, prova l'identita (3.5).

©
l - : &

i D - o
(B, 6™ sy (L'”J G, 000y, prads
R YA P ] {) -

- / 0 5.&_5. A 1

[ : e el ;
E . Ty !"'l:‘_l
T A o ’ )
4{| s _{ l< 3“2‘ (_H g 3
b

" (b) La variabile aleatoria Xm ¢ degenere.




{3.7) Osservazione. Nelle ipotesi della proposizione precedente, 8 ¢ semplicernente
V'operatore di slittamento, ossia V'operatore che, ad ogni elemento (2,)n»g di EN
associa I'elemento (Zp41)n>0. Di questo operatore si pud considerare, per ogni intero
positivo m, la m—esima potenza di composizione 8. {Essa non ¢ altro che il processo
traslato [£,4n]n>e.) Il nucleo di composizione con 6™ coincide evidentemente con
la m—esima potenza di composizione 6™ del nucleo ©. Ragionandoper indiizione, &

pOSSlblle dedurre da (3.5) che, per ogni intero pomtwo m, si ha QO™ = = N™Q.
(’ R Ol \,f‘ . )i ;/II "i__;.' l\ rnfju*) 1 | l b ‘| -) j ‘Wﬂw ,

[

Ny
i

4. Funzmm eccessive e funzmm mvarlantl

(4.1) Definizione. Chiameremo’ 6)6'«;(:353&;;@, {rispetto al.nucleo V) una funzione nu-
merica f, positiva ¢ misurabile su (E, 8) tale che si abbia f > Nf Una funzione
eccessiva f si dlra pmf\mv&rmnte se verifica la precedente relazione col segno di

-3 decrescente (come si riconosce 1mmed1atamen‘re per 111d11210ne) E vera a?t?cE?le- , .
plicazione inversa: infatti la decrescenza della successione {(N™ JJn>0 Jmplica in par- ¥ f ety s
ticolare, per n = 0, la diseguaglianza f > Nf. In modo analogo si vede che f ¢ SNy
mvarlante be e solo seF la successione (N f)n>0 & costam’e

_,."::(_1_{#__.-2;,‘3 '_'1 Nl NG r 'j’una [. et

(4.3) Osservazmne. Si riconosce unmedlatamente che, se una funzicne f & ecces-
Sl\fa. tale'e anche ogni funzione della forma f A ¢, con ¢ costante reale positiva, nms
AY oy ety i, (Nifany £ (A A a5 J
J‘i 4) Perszmne. Sia f una fﬁnzmne eccessma €. m;tata Inoitre, su uno SpaZde;’_
Py } probabilizzato (R, A, P), siano date una ﬁltraz;one (Fn in>0 e una catena di Markov {
31X compatibile col nucleo: N e con Ia filtrazione (Fp )n){} Allora, nspetto alla stessa
==, filtrazione, 1l processo [f >0 € una supermartingad
Qw'g sia Invariante). (f.ify

Dimostrazione. Si ha infatti, per ogm mtero posmwo n ed ogm elemento A dl ]—'n,
J3(f 0 Xns1 = 0 Xn) P = [,(Nf — f) 0 XndP < 0.

(i tiw ) {E )
1l prossnno esempio e di fondamentaledmportanza per il seguito.

(4. 5) Egemplo. Flssato nello spazm degli btat] (E &), ui 1n51eme mlsurablle A,

chiamerema, rlspettlvamente la ﬁmz‘mne delle uwate ad A e la funzwne del Je mﬁn e( e i1

[

vigite ad A: s . . e ’
L) m{)_] (( 0 ) {\ AT WL . £
(4 6) Y= sup,»¢ida 0 fn), = limsup,J 4 0 &) 9 » TAY
ey e, - fuiie: SO
Allora Qu e QQw sono due funzmnji mlsurablllﬁsullo spazio d\eg?l] stati, dal mgmﬁcato ) 9"/_
mo]to)mtultwo Si ha infatti, per ogni elemento z di E, Cov
emd T T T e Ul {_‘\;. a
’{% ______ ( ) = Ech( n)o{f‘n « A}): Qw(m) - E:CQ(hm Supﬂ{én € A})
A paro]e Qu(z) (rlsp Quw(z)} & la probabilita che una catena., gompatlblle col
(e A ¢ M’ =4 ) nucleo Nie HS&GQ‘_E_-_&«M visiti almeno una volta (risp. infinite volte) I'imsieme A.
) (\'L‘)'"
i _f?{“ PIRGY
A

A gaplde b (DG
&% i




E chiaro che w @ ‘maggiorata da v._Si ha inoltre w = wo § e quindi w = wo 8"

LU = r\.\ il :’\U){E 1
per ogni intero positivo n. Utilizzando 11 nucleo € introdotto in (3.4), si pud scrivere &

la relamone w — w o f nella forma w = Gw__ Apphcando il nucleo Q¢ a entra;mbl i

funzione Qw—e—myar—mnte S] ha moltre vo 9” ,L , ossia
JEETIRE R, P (] . Jrf
(a1 _ - (ﬁ‘{

(47) i o™y i_w, : \,é(ﬂ i (cmumn)
dF m '
~ Applicando il nucleo @) a entrambi i membri di questa relazione, si trova QO"v | Qw,
ossia, grazie a (3 7)

l N*Qu lJQw b l:

i i

In particolare, la decrescenza della successione (N"Qv),>p mostra che la funzione Q@

[EWCPraN

freecesswa i osservi che, per ogni clemento z di F, si ha
- (\?/Fl " fnJ St '“’_]

(48) 1 NQu(z) = QOuv(z) = (,Q,v08) = ;Q (U@{@_,HE_L c A})

A parole: NQu{z) & la probabilita che una catena di Markov compatibile col nucleo N
e uscente-da z visiti 'insieme A in qualche istante diverso da.0. ;

(E;& 9) Teorema Nelle ipotesi e con le notazioni deH’Esempio (4.5}, ciascuna deffp

due successioni

(4.10) @ ann;o,_ Qo

5‘; Co;gmg 1564 secondo o,gm misura di probabilita deH& forma pQ), |
i‘gpn m legge sullo spazio degli stati: 41@\ Q@ e b > o0l - (HQ‘ Quaby - a0l = 4 o

Dimostrazione. Fissiamo una legge p sullo spazio degli stati. Denotiamo inoltre \[ 5 A
con (Fy, Jn>o la filtrazione naturale del processo canonico. Per ogni intero positivo n, =" byo
poiché w coincide con w o 8™, risulta da (3:2) che la variabile aleatoria Qw o §ﬂ M- ”W“\ ot

¢ una versione della speranza condizionale ¢} [w | fn]. In altre parole, rispetto < «
fo

/Jf(ru«n (} {\ N

Ciden i aly

alla filtrazione (F,)n>o0, la seconda delle due successioni (4.10) &, secondo u(, una A i {-’-‘ ¥

martingala chiusa da w, e quindi convergente quasi certamente yerso 'w@' ol | B o i s
- {4 “', }0y i ulk 17} ,{ ( n.\nm ¥

Poiché la funzione Qu, come si & visto nell’Esempio (4.5), & eccessiva (e hmltata) Beo (- 2

. . . - . [ LT S ) . "I

la. primna delle due successioni (4.10) & una supermartingala limitata, dungque con- |
N . £ ;
vergente quasi certamente. Per provare che essa converge quasi certamente verso w, b |

bastera mostrare che la differenza tra la prima e la seconda delle due successioni (4.10) (Q "'*_H .
. . . . ; (falifle il
converge in-media verso zero. A questo scopo, osserviamo che, grazie a (332), Quog, 7

¢ una versicne della speranza condizionale uf) [‘U of™| _7: ] Passando aHL speranze,

______ 1 a
e tenendo conto della relazione v o 6™ | w, si trova dunque ¥ @137 g@lno o)

4QQuobn - Quot] = Qoo b — ] L0

Il teorema & cosi dimostrato. i
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5. Caso discreto: stati transitori e stati ricorrenti
In tutto il seguito, supporremo che lo spazio (E,€) sia _Elmerpm Per qemphmja

tipografica, ogm volta che M sia un nucleo ad e*sso relativo, e che z 1;' siano’ due -
stati (ciod due elementi di E), scriveremo' M(z,y) per indicare Mz, {g}). Inoltre

parleremo semplicemente di “catena” per riferirci a una catena di Markov compatibile
col fisseto nucleq &V, e indicheremo sempre con & la realizzazione canonica di N.
Diremo poi che una catena “parte da z” (0 “esce da z”') se la sua legge iniziale & la
misura di Dirac ¢;. Come semplice applicazione della proprieta di Markov, si ha il
seguente risultato:

(5 1) Proposleone&f Data, su uno spazm probablhzmto (Q A P), una catena X

Moy mer

Iy

/

g/ P{Xm =y Xman = 2} = N"™(z,7) N”(y, :‘5 Pix am)\g
S Ll T VR W

|

T B i B % (t.-,vu]rl
Dimostrazione. Posto H = {X,, = y}% si ha P(H) = N™(z, 1;) Senza ledere la
generalita, si pud supporre che guesta prabablllta non ‘sla nulla, Sl denoti con T il
tempo dlarresto (relativo alla filtrazione naturale di X} che coincide con m su H e
con oo altrove Rlsulta allora da (3«+} che, secondo Pp, il processo Y = [Xrypln>o &
unh datend Tiscente da y. Siha dunq\ue PH{Y = z} N7 y?z) ossia la formu]a. da
dimostrare. o

(5.2) Definizione. Per un fissato stato z, il numero
f

Px €x (2 (Un>1{‘§n = I}) [ bt

{che rappresenta la probabilita che una qualsiasi catena uscente da  torni a visitare z
in un istante sucgessivo all'istante 0) sara detto la p.rahc;r,bzﬂam dfe‘ i 0Tno. in-2- (relativa
al nucleo N). (o ¢ MO0 )
(5 3) Teoi‘ema Data, su uno spazio probab,xhzzaro (Q, A, P), una catena X e
fissato uno stato &, si consideri la successione cres¢ente Tj,)k>1 degli “istanti-di

vigita-a-o-diversi dallistante-0”, cosi definita per induzione:
[ Ti(w) = inf{n € N* : X, (w) = z},
ngH( ) = inf{n € N* . n>Tk(w) nlw) =

g /l{;r Vg = 055 3 Vi Nwiw’({h L

Si ponga inoltre s
5 V= En>1 I{X =}y 2 k1 J{me<oa) -

Si denoti infine con p-la probab;hta d1 nf@mo in xz (relativa al nucleo N ).

||SI ha allera, per ogni intero k strettamente positivo:

!
Ei P{Tk‘l'l < m} pP{Tk < m} (l'f r‘;\[ -‘E)l 1.._1)‘\})-— F\ Fath )\

T Jfrf( AL )

. Sussiste pertanto la seguente dicotomia: =~ DI

(a) Se ¢ p < 1, allora la variabile aleatoria V & integrabile ( perche la serie di
termine geénerale P {T,;c < oo} & convergente). P Lo

(rl [N

F ™ 8

Cote 1471 20y 2 Hop = Mo """-3" _____ W b
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C((Teesbig b S BlTeewl ) 20T enly = PVl

4 - ) takt o

(b) Se é E‘p = 1 allora Pevento {Ty < oo} {ossia {V # 0} ) & equivalente a ciascuno
degli evm oo}, e guindi alla loro intersezione, ossia all’ evento {V oo}: dig
conseguenza, quest’ultimo evento ¢ quam certo se la. s&tena esce.da v s PV 4o Pl=eol )
S T a@m e )2 Bl 0
J.Dimostrazione. La variabile aleatorla Ty ¢ un tempo d- arrest() per la ﬁltra,zmne ot '
naturale di X. Posto H = {T}; < oo}, si puo supporre, senza ledere la generalita, che
rigulti P(H) # (). Si ha allora

(o ozl

. dove I'ultima eguaglianza e dovuta al fatto che, secondo Py, il processo [XTkJrn]n}O
& una catena uscente da z. La roncluswne dlscende dungue dal fatto che il primo

Laat

membro della precedente{re azione non € altro che il rapporto
P{Tky1 < 00} / P{T} < oo} il

La dicotomia messa in evidenza nel precedenfe enunciato suggerisce la seguente
: deﬁmzlone lo stato = si dlce tmnsatomo (per 11 nuc]eo N) se la pmbablhta di ritorno

(5 4) Corollario. Dati una catena X e uno Stato x, afﬁnchc Ia chabﬂe aleatorial
Z = Zn>0 I{X 2} (che rappresenta il numero t@taie delle visite di X a 33) siaf
mrf;cgmbﬂe, (;_(,GQII'E—‘ eyhasta che essa sia quagk certctmente finita. (oot A o foev!
: ST frrf‘o*"”“[fr"‘“ (A A ””m]:r_:.q 4= 0 \J
; Dimostrazione. SihaV <. Z <V + 1, dove V dencta la variabile aleatoria conside-
rata nel teorema precedente. Queqta, se r ¢ transitorio, ¢ senz'altro integrabile; se
invece x & ricorrente, allora ¢ quasi certamente a valori in {0, 0o} (e quindi addirittura
trascurabile, non appena sia quasi certamente finita). Cid basta per concludere. @

,&ummwmm

Wi}

@l‘. ! frngw;{ i 5
(5.58) Osservazione. Affinchs lo stato z sia tranmtomo, joccorre ¢ basta che la serie

di termine generale N*(z, ) sia convergente. Per convincersene, basta osservare che,
se nel Teorema (5.3) si suppone che la catena X parta da z, si ha

\ PVl= Enzl P{X, = I}, fwi ERZI N™(z,z).

= 7 l)’m'—m) =Ff/= L <",; s t"‘ S Qe H’f‘um L wsendhe ¢ A FJ

Hipey WA g

7) Deﬁmzmne. Dati due stati z, y, 8l dice che :s—»permette di-accedere-a-y (0

ibile da z), e si scrive s < 4, se esiste un intero n > 0 tale che si

Tar RSy
,)cio€ se per una (e quindi per ciascuna) catena X uscente da z, -

f L evento Un>U{X = y} ha probabilitd non- nu]ia1 In caso (,Omrarlo, si dice che y e
e =, w
o = inaccessibile da z. . L=l = 1)
iG_’l‘ot’,' y Cans nigdindi
iT‘(tm'-: mfle.&ﬂl!
/‘.r'n(U]} S 3 [t\l(ﬂ)'\{i: tﬁm‘(":“.] = 4 Y |"-(I"(’a1|r;3') i'é &AL M I'(f\aj'r'.‘..}??-ﬂg > {) -Tf k‘-l"'“(_",“.-.--,'

N ({/001 ‘{0) ; Nf-.«-rr-ﬂ(_dlgj )

l,r|.<.’ gﬁ;l\

E facile verificare che la relazione z < y & rlﬂcsswa ©_transitiva,
((_\:.bfgu i

]

(r‘m\ ()Lﬂ( 0

i r.,j
|
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(5.8) Ttgorema )Sla A una fissata parte dello spazio degli stati e siano v, w le
ﬁmzmm conmderaf;e neﬂ’Esempm (4. 5) Se la funzmne qu é nﬂﬂla (risp. eguale a1)’

Djmostrazione. Sia « un punto di E con Quw(z) = 0 (risp. Quw(z) = 1). Su
uno spazio probabilizzato (2, A, P) sia X una catena uscente da z. Allora I'even-
to limsup, { X, € A} & trascurabile (risp. quasi certo} secondo P. Agsegnato ora un
punto ¢ di F che sia accessibile da x, ciee tale che l'istante T della prima visita di X
a ¢ non sia equivalente alla costante oo, si ponga
(5.9) H = {T < ool

JAllora, secondo la misura di probabilita PH, il processo [Xrinln>o & una catena
uscente da)y Sl ha quindi

(nf{ b
Qw(fg) Py (hmsupn{XT_,.n € A}) = Py (]im sup,{Xn € A}),
dove I'eguaglianza finale discende dal fatto che, grazie a (5.9), si ha
H N limsup,{Xrn € A} = HNlimsup,{X,, € A}

D’altra parte, Pevento lim sup,{X, € A}, essendo trascurabile [rlsp quasi certo)
secondo P, tale & anche secondo Pg. Si ha dunque Qw(y} = 0 (risp. Qu(y}=1). ©

¥

g’{'5 10) ,Coro],larl(% Sia « uno stato mﬂﬁe e sia y uno stato accessibile da

-, Allora:
__ Mfi (a) Ogni catena uscente da = visita quasi certamente infinite volte lo stato.y ¢~
e quindi y nén puo essere transitorio). _ﬁ}%
i (b} 8551 catena uscente da y visita quasi certamente mﬁmte Volte lo stato x. %;
L U < 7‘(9 e,

- DJmoatrazmne {a) Denotlamo con v la funzione delle visite a<{y} e con w la funzion®
delle infinite visite a-{y} (si veda (4.5)). Il Teorema (4.9) mostra allora che si ha

€x 0 {Qvogn —Mw} = 1.

Incltre la ricorrenza di x e Paccessibilitd di ¥ da z si traducono mediante le due
relazioni seguenti

€0 (]?1111&‘.1111)11{@.L = a:}) =1, Qu(z) > 0.
Poniamo Qu{z) = ¢. Si ha allora (tenendo conto del fatto che w & a valori in {0,1})

{Quot, — 'w} ﬂln:r.lsupj,f{‘fﬂ =z} C {w > c} -n.{w = 1} = limsup,{£& = y}.
Poiché il primo membro di questa rela.zmne & qﬁasicerto secondo €,.G, tale & 'ultimo
membro. Si ha dunque €;Q (limsup,, {&, = y}) = 1, e cid prova Passerzione (a).

- (b) Denctiamo ora invece con v la funzione delle visite a {z} e con w la fun-
zione delle infinite visite a {z}. Dal Teorema (5:8) risulta allora che, essendo, per
ipotesi, €,Q (limsup, {& = z}) =1, ossia Qu(z) = 1, si ha anche Qu(y) = 1, ossia
€,Q (imsup, {{, = r}) = 1. E cosi provata anche 1’asserzione (b). i

) w i R
(I’.‘t\t1-"r..=.-':'-'-'=ﬁ Yo -\/’r[ 1% € B oo ol Ateassnias a0 € Y A 4 )
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6. Nuclei irriducibili

: 3008331b111 P'uno daﬂ ’a.If;ro Si ha aHora f (z) f (y)j

M‘ Mrl

Dimostrazione. Pur di sostituire f con f A ¢ (e far poi tendere ¢ a +00), si pud
supporre che la funzione f sia Huptata. Su uno spazio probabilizzato (§2, A, P) sia X

una catena uscente da z, e si denoti con T l'istante della sua prima v181taT% Y. A |
Wi e ol s =
T & un tempo. d’arresto’ (relatlvo alla filtrazione naturale di X) quasl, -certarie ﬁ S 35‘)\ j o
finito. Applicando il teorema d’ arrest(o alla supermartingala [fOXn]n>?, si trova, per {Temy o
=t

ogni intero n, ' E /‘/';_-.(:j;;-'--‘\ e oy
P[f o Xo] = P[f o Xran].

Di qui, facendo tendere n all'infinito {e invocando il teorema di Lebasgue sulla con-
vergenza domlzflata) si trae
(

iy

P[f OXG]>P[J’0XT](,r |
Lead]
ossia f(:n) > f(y). Invertendo i ruoli tra z e y, si ottiene 1a )dlsegua.gh&nza opposta,

e quindi la voluta éguaghanza r.J

Il nucleo IV si dice /Wdf/ abile, se non. esiste alcuna coppia di stati, dei quall ( ced |
ung, sia maccesmblle dall’ altro In questo caso, gli statl sono necessanamente 0 tuf tuttl

‘.-{/ £ [:

oy

chce tmns;ﬁomo) ety

§(6 2) Proposmwne Le condizioni che seguono sono equi valenm

[rrl il 4 ,,{J\

(a) 1 nucleo N & wriducibile ricorrente.

i R

P “.(b) Per ogni coppia =, y di stati, risulta 3, g N™ (m 'g)

(L)
Dimostrazione. La somma che figura nella condizione (1)) rappresenta, per una
catena uscente da z, il valor medio del numero delle visite g y. Percid & chiaro
che (a) implica (b). Inversamente, se & soddisfatta la LOIIdlZlOIle (b), allora, innanzi-
tutto, per ogni coppia z, y di stati, esiste qualche intero positivo n tale che si abbia

N™(z,y) # 0; in secondo lucgo, nessuno stato & transitorio perché, per ogni z, risulta

E'HZD N (37,$) = DO. £

___,(a) Il nucleo N ¢ irriducibile ricoryente.

= { b) Ogni funzioné%’eeessiw-}liﬁ;iféﬁa’ é costarnte.

' ‘( ¢) Per ogni coppia , y di stati, la probabilita che una catena uscente ga- T visiti
Wy éegualeal. @mé Al 1 = 47
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Dimostrazione. L'implicazione (a)= (b) & gia nota (si veda (6.1}). Per provare
- l'implicazione (b) = (c), si supponga soddisfatta la condizione (b}, si fissi uno stato y
e si denoti con v la funzione delle visite al singoletto {;y} (si veda (4.5)). Allora
Qv & la funzione che, ad ogni stato z, associa la probabilitd che una catena uscente
da z visiti y. Questa funzione, come sappiamo da (4. 5) e eceessiva. Dunque essa &

costante, grazie all’ipotesi (b). Poiché vale 1 nel punto_y, coincide con la Costanterl
/OJ

- Proviamo infine Fimplicazione (¢} = (a}. Supponiamo dunque verificata la con-
dizione {¢}. Allora & chiaro che ogni stato permette di accedere ad ogni altro stato.
Rimane da provare che ogni stato & ricorrente. A questo scopo, fissato lo stato z,
denotiamo con v la funzione delle visite al singoletto {z} (si veda {4.5}). L’ipotesi {c)
implica che Qv € la costante 1, Ne segue, che anche NQv ea-costante- 1E D’altra
parte, NQu(z) & (si veda (4. 8)) la probabilita che una catena uscente da z "Visiti x
in qualche istante diverso da 0, ossia (st veda (5.2)) la probabilita di ritorno in z
relativa al nucleo V. 'Dunque questa probabilita ¢ eguale a 1, e ci¢ vuol dire appunto

che lo stato x & ricorrente. o
i i H 1 3 s ! f“t’{\.. 2 \‘ e
— 7. Esistenza di misure invarianti L et
LN . L {7
(A : . Una misura m su E si dird geeassiua. (risp. invariante} se verifica la relazione , . e
[ J_ ) A L e e )
I mN < m {risp. mN = m) Raglonando per induzione, si vede che, se la misura m & '
= il eccessiva (risp. invariante), aliora, per ogni intero positivo k, si ha mN* < m (I‘lSp
MmN = ).y ety (oo, ot ot Tl 2 < g™
.’ ! oy

| GI propomamo di dimostrare che, se esiste uno stato ncorrente al]ora_esmj;e
_____________ A questo scopo, fissato nno bta 5
COI]S]CIET]&IDO §U uno spazu) probablhzzato (0, A, P}, una catena X uscente da a,
e denotiamo con {7y )x>1 la successione dei suot istanti di visita .ad-a dlver%l dal—\ Vins s 47
1’]stante 0 (vedi {5 3)) Allora per ogni elemento « di &, la variabile aleatoria Y
X\r }."ezn;;'-. PIECR )
(?1) Eg 7. e En)ﬂ I{Xn—ﬁ- TJ>“} Vs o1/ (et
IRy i £ f o u;
rappresenta il numero di visite allo stato z che la catena X compie in istanti stret-
tamente anteriori a(Tl {chc e 1 istante del primo ritorno di X in a). Denotiamo ora
con m la misura su_ E cos) éa‘rattegzzata per ogni elemento x di £, il valore di m

A e

sul smgoletto {z} & il valor medio della variabile aleatoria (7.1)ped

2
H

rk-.
(7. 2) {m{fc} = [EnZD I{Xﬂv:a:,T]}n}] = Zmo P{Xn =2z Ti>n} [
(W E" t (-‘ "".r{-,“:l ) w'.c"-::m.

Per z =a, st ha ev1dentemente m{a} = 1“ La%mlslira m si puo scrivere nella forma
. t‘ B E O )
(7.3) o m= Enzo nyy Ll = 0
ey _ "
dove A, ¢ la misura definita da
(7.4) A= Xn (Iizyomy - P), F Vo (B, ey
o (i I v B
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ciod caratterizzata dalla relazione
(7.5) Oy ) = f{T1>n} foX,dP per ogni funzione positiva f su E,
o anche dalla relazione

(7.6) A {:1:} = P{Xn =z, Ty > n} per ogni elemento z di F.

Tl lemma seguente, che rlg‘uarda le’ trasformate delle misure A, mediante il niclec N, T

sara utile per dimostrare che la misura m é invariante.

g

(77) Lemma. Per ogni intero positivo n, si ha (a
(7.9 AN {e} = huala} perzfa, !
g_ R ) é
A7.9) AN{a} = PT1=n+1}. {

e =
~  Dimostrazione. Per ogni funzione posﬂ;wa f su F, tenendo conto di {7.5), si pud
scrivere

i O, ) = Ony NEY = figy oy N 0 Xn P = fig ) £ © Xns2 AP |

{(dove Peguaglianza finale & dovuta alla proprieta di Markov). In particolare, pren-
dendo f eguale alla funzione indicatrice del singoletto {z}, con « # a, si trova

A N{$}—P{Xn+1—$ T} >?’L} P{Xn+1-$ T1>n+1} ATH.]{SC}
(n } Gy

- Prendendo invece f eguale alla funzione indicatrice del singoletto {a}, si trova
AaN{a} = P{Xop1=a T >n}=P{Ty =n+1}

Il lemma & cesi dimostrato. n

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema seguente, che riguarda le proprieta
fondamentali della misura m.

) % :..,.
%JIU) Teorema. La misura m sopra definita pos.sledP le propnf-fa seguenti: ~r
Mo - :
E (a,) m e JHWIaDtE {4 el pieed Ao ity o el A PRI g %%

:%'{m A PEF B fods d"iL efed = ‘jQ‘rc"uLm ,

T (b) m{E) = [ 1]- et gy fe)

(d;) miz} < 00 per ogni z. Q:’M - e} o ’6“'30
(fE G
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Dimostrazione. Per provare che m & invariante, basta provare che, per ogni elemento z
di F, si ha mN{z} = m{z}. Supponiamo dapprima z 7é a. Allora, sommando le
relazioni (7.8}, si trova

mN{z} =3 050 MV} = 2onso Ana {2} = miz]

{dove Veguaglianza finale & dovuta al fatto che )\0 ¢ nulla su {z}). Supponiamo

R

ora x = a. Allora, sommando le relazioni {7.9), si trova

mN{a} =2 psondV{a} =37, P{T1 = n—{(— 1} = P{T1 > 0} = 1=m{a}.
* My ol =y )JTE :nf}
E cosi provato che la misura m & invariante.

Per provare la proprieta (b), basta osservare che la massa totale di m & la somma
delle masse totali delle Ay, sicché risulta (Ts < s i Bl

m(E) = ¥,50 P{Ty > n} = P[T3].

Per provare la proprieta {c), fissiamo lo stato z e pomarﬂo per ogni intero & stretta-
mente positivo, , ,,{ / 1x\. s ;H. K fl
% Vi = 2nzo dixa=s, Teo1Sn<Til, [aVA /;f_-f_._,j'

i r) 2

{con Ty = 0). Le variabili aleatorie Vi cosi definite sono 1son0m? (corqe facﬂmente
si riconosce applicando {3r1}), e la loro comune speranza & eguale a %gj} Dunque, *
affinché risulti m{z} = 0,/occorre ¢ basta che sia trascurabile la variabile ‘aleatoria

Lz Ve, = Lnzo lixa=at £ "\.‘._ibil.-.-;t's%'\. (¥ 2

cioe che lo stato z sia inaccessibile da «.

Infine, per provare la propriété. (d), fissiamo lo stato z, che potremo supporre diverso

da a, e osserviamo che m{z} coincide allora con la speranza della variabile aleatoria

o cad

Z =3 ns0 l{Xns1=a, Ty >nr1}- N
(il Xl o
Si tratta dunque di dimostrare che questa variabile alea.tona & integrabile. Conside-
riamo Ja catena:Y = {X,,11]n>0. La variabile aleatoria § = T — 1{e il pr;rpo 15tante o
in cul Y visita o, mentre Z rappresenta il numere-totale delle-visite allo stato & da i)
parte del proce!si]o Y15 ottenuto arrestando Y all’istante S, Que%to proceqso & una

catena di Markov/compatibile col nucleo M cosi definito: (a7t 5o mh= 110 Nanme =5 ¥ (ale)
N(z, ) sez#a,
Mz, ) = (7 -)
€a altrimenti, 5

Dunque la variabile aleatoria Z, essendo quasi.certamente finita {perché maggiorata
da T7), ¢ necessariamente integrabile {si veda (54)). ol
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(7.11) Definizione. La misura m considerata nel teorema precedente sard detta la
n:usura, mvar:ante a8$0Ciata- allo stato-ricorrente.a. Qua.ndo sard necessario metterne
in risalto la dlpendenza da 4, €583 Sara denotata con mB - Ricordiamo che la sua
massa totale & eguale al valor medio della variabile aleatoria Ty (istante del primo
ritorno in a per una catena X uscente da a). Questo valor medio non dipende dalla
particolare catena X, ma solo dallo stato %dal nucleo N. Lo chiameremo il fempo
medio-di-ritorno-in-a (relativo al nucleo N}

Dimostrazione. Sia v una misura eccessiva, con v 2> €,. Si ha allora

v{a} > e.{a} =1 = m{a}.

Per provare che v maggiora m, rimane dunque solo da provare che, per ogni ele-
mento z di F, con = # a, ha luogo la relazicne

v{z} 2 Ao{z} + An{z}  pergin > 0.

(r'r.! }}.P\ar 1(13,1r1 t")

Cio si ottiene immediatamente per induzjone, sfruttando il carattere eccessivo di v e

il Lemma (7). 0 ‘ o
(«H‘vl"::r. ol w = g by s 0 5 VY B ?Nm > (o b 230 o S bl s 4 Rl = Ryttt Fhant )

Dato lo stato rieersente a, poniamo i

{H) ¢
 (7.13) o) Q“{:rEL’ a‘--J-m} K;\u-{:sEE mL)a}

: L R I

Re— G e .

'St ha allora, grazie a (5. 10),'|H C K . Inoltre, come risulta da (7.10){c), la misura
( e lllmra,rl&nte mg, & concentrata su H (e qumdl a maggior ragione, su K). Allo scopo di
CM : 5 “fornire un'ulteriore caratterizzazione della misura Mg, conviene premettere il lemma

(‘e'-lnl.l' ]n-OJ beguente

!‘"‘)\'

(7 14} Lemma. Sia a un fissato stato. Allora ogni misura eccegsiva che si mmHJ f

‘?su {a} si anaulla sullinsieme, K\_deﬁmto in {7.13).

* Higer

Dmmbtraalone Sia § una misura eccessiva che st annulli su {e}, e sia  un elemento
di K, ossia un elemento di E tale che esista un intero positivo k con N*(z, a) > 0.
o ha allora

s Hah V@) € Tyen 6yt Vo (1,0) = (6N*){a} < 6{a} =0.
o f Sy l\ll?"‘gf,q
Ne segue 8{z} = 0. o (“'-‘ ) )

Ed ecco Pannuciata caratterizzazione di m,,.

15




Ieme'K definito in (7 13).

= 1/ Evee)
Dimostrazione. Sia v una misura eccessiva che assuma il valore 1 su {a} e che sia
concentrata su K. Grazie a (742), si ha » > m,. Percid v si pud mettere nella = .
forma v = m, + §, con § misura positiva; questa misurd’si annulla su {a} e, come" r:‘éf’? e
facilmente si riconosce, & eccessiva e concentrata su X. Grazie al lermnma, precedente, | i ;: Jl o e

essa & dunque nulla su K (e quindi identicamente nu]la) o

(7.16) Definizione. Secondo la felice terminologia proposta da N. Pintacuda, uno
stato ricorrente @ si dice velocemenie ricorrente (o, pili brevemente, ueloce) se la
massa totale della misura invariante: M, ad csso assoclata e finita. (Ru‘ordla.mo che
questa massa totale coincide col tempo medio di ritorno in a.) In caso contrario, lo
stato ricorrente a si dice lentamente ricorrente {o lento).

Dalla Proposizione (7.15) discende il seguente corollario.
. “ . ;.—\ _,...MR,/] Y f?f U YRCT R 3,"'5 ,'|
4(7.17) Corollario. Siano a,b due stati ricezeenti, accessibili Puno dall aIf;ro Aﬂora

{la misura invariante m,, associata a b & proporzionale a my,. ( Pertanto aﬂinche o

/stato a sia veloce, occﬁi}re €. ba,sta che tale sfa b.) 0 b B g et ey, | (B (3= tomy oy ()
m ‘ ’

N A/ i |{J(!f i - Aiilp E K ! }
D}'mostra.zione Poiché 1 due stati a,b sono accessibili 'uno dall’altro, Pinsieme H '
definito in {7.13) & 1dentlc(8 all’]J;LSleme {reE: b :1:} Percm si ha mb{m} > 0 per

i

ogni T dl H La misura (mb{a} Ty, eéllxlfta}.rlante, e concentrata 5u H e assume il
' 42 % raid
valore 1 su {a} Grazie alla Proposizione (7.15), essa coincide dundue con mq. o

8. Esistenza di una legge invariante

Ci proponiamo ora di indagare in quali condizioni il nuclec N ammetta una

legge-invariante (ossia una misura invariante che sia normalizzata). Cominciamo col .
provare il seguente semplice risultato. )'\“/‘““‘ “ (,}) oo ”l' (ot Xo ( A
LY ] ry L ) “\r b

-
‘*r’ lJ

y :%\.,, Y
.,3(8 1) Proposizione.

Swaricorrentl.

'gm-mﬁf_’“ i

si ha ,uQ{:‘jn = 'L'} = ,u{:a:} Se x @ tran51t0r10 ne segue, grazua al lemma di Fatou,
(e} = lmsup, 4Q{€, = 7} £ pQ limsup, {6, = 2}) =0 ¢

esiste
) ﬁj.fli_'n,-'.-.-.'f.»"!"\.?'.\}

(8 2) Corollarm Se, per il nucleo N, gli stati sono tutti transitori, allora

Ui,y ]
(fc-'..‘.‘ 4 'i‘-\'-.-:\ h [

a}crma “legge invariante.
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La proposizione che segue riguarda il caso di un nucleo irriducibile ricorrente. ...

j (gf:?) PI‘ODOSlZlODE Si supponga. che il nucleo N sia irriducibile-ricorn wﬁﬂte A?Tﬁh

f@um}) (in pa,rtrcolare, ogni Iegg_ _' Vauante) & p;opql_‘@qﬂﬁ.le a una mfsura mvaﬂaﬁt_

Jla forma m,. o %,

LW

Dimostrazione. Sia 4 una misura eccessiva e sia a un elemento di E t (Wﬁ che si

abbia 0 < p{a} < co. Essendo N irriducibile, gli insiemi HK definiti da (7. 13)

~ coincidono con 'intero spazio £. Da (7:18) discende dunque che la Thisura (,u,{a}) ,u g
coincide con m,. O L

Sfruttando il risultato precedente e il Corollario (7.17), si ottiene infine il risultato
seguente. '

w«ﬁm __________ e

(8.4) Teorema S] supponga, ahe il nuc}eo N sia Irrlduﬁjbﬁerm;xenﬁe Sono aﬂora
possibili 1 due So],l casi ‘;eguenm

Y

*>
“‘{%\X (b) Gli stati sono tutt; ve]qgﬁmente ricorrenti.

Nel caso (a), pon esiste alcuna legge invariante. Nel caso (b), esiste.
invariante. T Valore di questa legge sul generico singoletto {z} é egit
ossia aJ remproco de} f;cmpo medro d1 ritorno in x re}atjvo aJ nuc}eo N -

Dimostrazmne. Che siano pOSSJbl]l soltanto i casi (a) e (b) dlscende da (7 1) [a i)

Nel caso (a), non pud esistere una legge invariante perché una tal legge, grazie
a {8:3), dovrebbe essere properzionale a una misura della forma m,, dunque a una
misura di massa totale infinita.

. Nel caso (b), le misure della forma m, sono tutte di massa totale finita. Ogni
imisura ottenuta normalizzando una di esse & uina legge invariante. Ma, grazie a (717),
Ve leggi ottenute in questo modo seno tutte eguali a una medesima legge .

D’altra parte, grazie a (8:3), ogni legge nvariante e proporzionale a una delle
misure mg, e dunque ¢ identica a 7.

el (it rL:d!? iln

Infine, per ogni eleménto z di E, poiché la legge 7 si pud vedere come ottenuta
normalizzando wiz, i ha

m{z} = mo{z}/m.(E) = 1)ms(E).

Il teorema & cosi dimostrato. I

(8.5) Definizione. Se, per un nucleo irriducibile. ricorrente, & verificato il caso {a}
(risp. (b)) descritto nel teorema precedente, allora, in accordo con la terminologia
introdotta in (7.16), il nucleo & detto lentamente mco‘r‘rente o le’nto {risp. velocemente
ricorrente 0 vekoce)
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9, Un risultato di ergodicita*

L’importanza del fatto che un nucleo irriducibile e velocemente ricorrente am-
metta una legge invariante € messa ben in luce dal teorema seguente.

(9.1) Teorema. Supposto che il nucleo N sia irriducibile e velocemente ricorrente, si
denoti con 7w 'unica legge per esso Invariante. Su uno spazio probabilizzato (1, A, P)
sia X una catena avente m come legge iniziale. Valgono allora le affermazioni seguenti:

(a) La successione {X,)n>0 & stazionaria.

(b) Ogni funzione f appartenente a L*{r), e tale che la successione {f © X, )n>0
converga in L1(P), é costante.

(¢} La tribtu degli eventi invarianti relativa alla successione (X, )n>o € degenere
{ossia la successione (X, )n>q ¢ “ergodica”).

{d) Per ogni funzione g appartenente a £(r), la successione
_ -1
(9:2) (n gy goxj)nm

converge quasi certamente e in L' (P) verso la costante {m, g).

Dimostrazione. (a) Il processo traslato [X,,11],>0 & una catena {compatibile con N)
avente come legge iniziale 7N, ossia w. Esso ha dunque la stessa legge w(} del
processo X. In altri termini, la successione (X, )n>0 & stazionaria.

(b) Ricordiamo che si ha w{z} # 0 per ogni elemento « di E. Sia f un elemento
di £¥(r) tale che la successione {f o X,)n>0 converga in £1(P), e proviamo che f
& costante. A questo scopo, fissata una coppia (z,y) di elementi di E, scegliamo
un intero positivo h tale che si abbia N*{z y) # 0. Allora, poiché = & la legge
di Xp, e N* & una versione della legge condizionale di X, rispetto a Xj, la legge del
blocco [ X, Xn] & 7 © N, sicché risnlta

(93)  P{Xo=uz, X) =y} =n®@ N"({z} x {3}) = n{z}N"(z,y) # 0.
Inoltre, poiché la successione (X, )n>p & stazionaria, si ha, per ogni intero positivo n,

_flfOXn""fO n+hidP:f|f0Xi}"_fOXh|dP
> P{Xp =1z, Xy =y} |f(z) — ().

Da questa relazione, nella quale il primo membro converge verso zero al tendere di n
all’infinito, si deduce (tenendo conto di (9.3)) f(z) = f(y}. Per Parbitrarieta della
coppia (z,y), € cosl provata la costanza di f.

(c) Si tratta di provare che, se u & una funzione limitata e misurabile sullo spazio
canonico, la quale sia invariante per operatore & di slittamento, allora la variabile
aleatoria reale u o X & equivalente a una costante. A questo scopo, indicando con F
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la filtrazione naturale del processo X, osserviamo che, per ogni intero positivo n, una
versione della speranza condizionale

Pluo X | Fo] = Pluc [Xntnlazo | Fn)

& la variabile aleatoria Qu o X, (si veda (3.2)). Cid significa che (Qu o X )n>0 &,
rispetto alla filtrazione F, una martingala chiusa da %o X, dunque convergente quasi
certamente e in £}{P) verso u o X. Sfruttando l'affermazione (b) (nella quale si

seguenza, la variabile aleatoria u o X, come limite in £1(P) di una successione i cui
termini sono tutti eguali alla costante ¢, & equivalente, secondo P, a questa stessa
costante.

(d) Sia g un elemento di £!(#). Poiché, la successione (X, )n>q & staziona-
ria, tale & anche Ja successione di variabili aleatorie reali (g o X,.),>0. Applicando
ad essa la legge forte dei grandi numeri per successioni stazionarie, si trova che
la successione (9.2) converge quasi certamente e in £'{P} verso una versione della
speranza condizionale P[g o Xp | j], dove 7 denota la tribn1 degli eventi invarianti
relativa alla successione (X, }n>0. Poiché si & gia provato che questa tribl & degenere,
cid & come dire che la successione (9.2) converge quasi certamente e in £1(P) verso
la costante

P[QQX‘]} ':::(ﬂ',g). u
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Le passeggiate aleatorie sulla retta
come speciali catene di Markov

1. Nuclei di1 convoluzione sulla retta

(1.1) Proposizione. Data una misura di probabilita v sulla tribi boreliana di R, 668

-------daﬂa proprietd, seguente:per-ogni-numere-reale ©;-la- misura-N{(z; - }-& -Vimmagine- - -+ - .

st& un nucleo markoyiano N, relativo allo spazio misurabile (R B( ]R)) caratterizzato

d1 1 mediante la traslazione y S o Y.

(v £

Dimostrazione. Si tratta di provare che, per ogni funzione g boreliana e limitata
su R, la funzione

(12) T bz (N('E, ')., g)—Nwt‘.'}
& boreliana su R. Ma cié & immediato: infatti, essendo

(N(z, -), g) = [ vidy) g(z + v),

la funzione (1.2) & boreliana in virti del teorema di Fubini. 0

{6l e dadis b g Sz “}
(1.3) Proposizione. Nelle ipotesi della proposizione precedente, il nucleo N opera
cosi sulle misure: esso trasforma la generica misura di probabilité & su B(R) nel
prodotio di convoluzione di p con v: ' ..
;‘J,NZ pxy %\;’w({ My« #47

Dimostrazione. Infatti, per ogni misura di probabilita 4 su B(R) ed ogni funzione g
limitata e boreliana su R, si ha

(N, g) = {u, Ng} = [ pidz) Iv(dy)g(:Hy)(i {pxv,9). 0

11 risultato appena dimostrato giustifica la definizione seguente.

(1.4) Definizione. Per ogni misura di probabilita v su B(R), il nucleo markoviano NV
caratterizzato nella Proposizione (1.1} si chiama 11 nuc.!eo di convoluzwne associato

al]a mlsura v. e

2. Passeggiate aleatorie come catene di Markov

(2 1) Deﬁnizione Su uno qpazio pmbabiliﬁam (ﬂ A, P) sia (Y Jn>1 UDa succes-

il processo reale X [Xn]nm definito dalle re]amom {\((.3}1
Xo =0, Xﬁ—Yl o+ Yy, pernzl
it
gi chiama una passeggiata aleatoria su R Pin precisamente, esso si chiama la passeg-
giata aleatoria su R uscente. dall ‘origine e avente (¥,),>1 come successione def passi.




(2.2) Teorema. Nelle ipotesi della definizione precedente, la passeggiata aleatoria X
e una catena di Markov compatibile col nucleo di convoluzione associato a v.

Dimostrazione® Denotiamo con N il nucleo di convoluzione associato a . Inoltre,
fissato un intero positivo n, consideriamo il blocco Z cosi definito:

(2.3) Z = [[Xo, ..., Xn), Yay1].

La relazione
X’n-}—l - Xn + Yn-l—l

permette di scrivere X, 41 nella forma
(24) Xn+1 =hoZ=heo [[Xg,...,Xn], Yn—l—l];

pur di denotare con h la funzione reale cosi definita sullo-spazio d’arrive di Z:

(2.5) h((zo,. .., Zn), y) = Tn + Y.

D’altra parte, la variabile aleatoria Y, ¢ indipendente dal blocco [Xo,...,Xn) ed ha
come legpe v: essa ammette dunque, come versione della propria legge condizionale
rispetio a [Xp, ..., Xy], il nucleo costante K definito da

K((mg?...,mn), -)=v.

Grazie a (2.4), ne segue che una versicne della legge condizionale di X, 41 rispetto al
bloceo [ Xy, ..., Xn] & il nucleo L, caratterizzato da questa proprietd: per ogni ele-
mento (zg, ..., Z,) dello spazio d'arrivo di [ Xy, ..., X,], la misura L, ((3:0, ey Zn), )
e 'immagine di  mediante I’applicazione

Y h((xg,...,a:n), y).

Ma questa applicazione, grazie a (2.5}, & semplicemente la traslazione y — z, + ¥.
Si vede dunque che L, & il micleo definito ponendo

Ln((mo,..',:cﬂ], -): €x, *V = N(Zn, - ).

Poiché questa conclusione vale per ogni n, € cosi provato che X & una catena di
Markov compatibile col nucleo V. I



Le passeggiate aleatorie sulla retta
come speciali catene di Markov

1. Nuclei di convoluzione sulla retta

(1.1) Proposizione. Data una misura di probabilita v sulla tribi boreliana di R, esi-
ste un nucleo markoviano N, relativo allo spazio misurabile (]R, B(]R) , caratterizzato

..dalla.proprieta.seguente:  per.ogni.numero reale z, la misura N(z, ). & Iimmagine ...

di v mediante la traslazione y — x + vy,
Dimostrazione. Si tratta di provare che, per ogni funzione g boreliana e limitata
su [, la funzione
(1.2) z— (N(z,-), ¢)
¢ boreliana su R. Ma ci6 & immediato: infatti, essendo -
{N[:I}} '): g) = f V(dy) g(“L + y)a
la funzione (1.2} & boreliana in virtl del teorema di Fubini, o
(1.3) Proposizione. Nelle ipotesi della proposizione precedente, il nucleo N opera

cost sulle misure: esso trasforma la generica misura di probabilita p su B(R) nel
prodotto di convoluzione di o con v;

PN = pxv.

Dimostrazione. Infatti, per ogni misura di probabilita g su B(R) ed ogni funzione g
limitata e boreliana su R, si ha

{(uN,g) = (i1, Ng) = [ p(da) fv(dy) glc +y) = {uxv, g). b
Il risultato appena dimostrato giustifica la definizione seguente.

(1.4) Definizione. Per ogni misura di probabilita v su B(R), il nucleo markoviano N
caratterizzato nella Proposizione {1.1) si chiama il nuecleo di convoluzione associato
alla misura v.

2. Passeggiate aleatorie come catene di Markov

(2.1) Definizione. Su uno spazio probabilizzato (2, A, P) sia (¥, ),>1 una succes-
sione di variabili aleatorie reali indipendenti e isonome, e sia Xy una variabile reale
indipendente dal blocco delle ¥;,. Si ponga

Xn=Xo+Y1+ - +Y, pernz>1l

Allora il processo reale [X,],>o si chiama una passeggicta aleatorin su R. Inoltre,
per questo processo, la legge di X si chiama la legge iniziole, mentre la legge comune
delle Y, si chiama la legge del singolo passo.




(2.2) Osservazione. Comunque si assegni una coppia (i, ) di misure di probabilita
su B(R}, & sempre possibile (usando lo schema delle prove indipendenti) costruire una
passeggiata aleatoria su R ammettente g come legge iniziale e v come legge del singolo
passo. Inoltre & chiaro che due siffatte passeggiate aleatorie, se considerate come
variabili aleatorie a valori nello spazio canonico BN, hanno leggi identiche: queste
leggi si ottengono infatti prendendo Pimmagine della misura prodotto uRv Qv - - -
mediante una medesima applicazione misurabile dello spazic canonico nello spazio
canonico,

Il teorema che segue ribadisce 1’'osservazione precedente, rendendola piti esplicita.
Essc permette inoltre di ricondurre il concetto di passeggiata aleatoria su R al con-
cetto, pit generale, di catena di Markov.

{2.3) Teorema. Siano u,v due misure di probabilita sulla tribu boreliana di R. Si
denoti con N il nucleo di convoluzione associato a v € con () Ia realizzazione canonica
di N. Allora ogni passeggiata aleatoria su R ammettente u come legge iniziale e v
come legge del singolo passo é una catena di Markov compatibile col nucleo N (ossia
ammette come legge uQ}).

Dimostrazione® Su uno spazio probabilizzato ({2, A, P) sia |X,]|,>0 una passeggiata
aleatoria ammettente p come legge iniziale e ¥ come legge del singolo passo. Indicando
con [£n]n>p il processo canonico sullo spazio canonico RY. bastera provare che, per
ogni intero positivo n, ha luogo la seguente eguaglianza tra leggi:

(2.4) [Xo,. o, Xn](P) = [€0, -, 0] (1Q).

Questa eguaglianza & banalmente vera per n = @ (riducendosi alla forma Xy (P) = u).
Supponiamola vera per un certo intero positivo n. Per provare che essa vale anche
per n+ 1, bastera provare che esiste un nucleo markoviano che sia, nello stesso tempo,
una versione della legge condizionale di X,, 41 rispetto a [X 0:---,Xn] secondo P e una
versione della legge condizionale di &, 41 rispetto a [6[), Coe {n] secondo Q. A questo
§copo, poniame Y, = X1 — Xy ¢ consideriamo i1 blocco Z,, cosi definito:

(2.5) Zp = [[Xos- .., X, Yoy1].

La relazione
Xn+1 = X, + Yn+1

permette di scrivere X,,4.1 nella forma

(2.6} Xn1=hnoZy=h,o [[Xg,...,Xﬂ], YnH],
dove h, ¢ la funzione reale cosi definita sullo spazio d’arrive di Z,:
(2.7) R ({zoy. -y Zn ), y) =z, + .

2



D’altra parte, la variabile aleatoria Y4, & indipendente dal blocco {Xg, ..., X,,] ed ha
come legge v: essa ammette dunque, come versione della propria legge condizionale
rispetto a [Xg,. .., X,], il nucleo costante K, definito da

Kn((ﬂ"o:- e ?xﬂ)i ’ ) =

Grazie a (2.6), ne segue che una versione della legge condizionale di X,,, rispetto al
blocco [Xg, ..., X,] & il nucleo L, caratterizzato da questa proprieta: per ogni ele-

....m.en.to...(a;ﬂ.‘..,. _.._.,..;};n.)..d.el]o..spazio..d.?.a;[riv().dj. [X[}y' _,Xn}, la.misura L, ((3;9.,. _.._.._..,.a;n.),....-..) PR

& 'immagine di » mediante 1’applicazione
Y= hn((&r“{)s s 5:1:?1)! y)

Ma questa applicazione, grazie a (2.7), & semplicemente la traslazione y — z, + .
Si vede dunque qhe I, @il nucleo definito ponendo

La((zo, . Zn), ) = €z, xv = N(Tp, - ).

Per la definizione stessa di catena di Markov, il nucleo L, €, secondo u¢}, una versione
della legge condizionale di §,11 rispetto al blocco [60:---1511]» 11 teorema & cosi
dimostrato, [







Le passeggiate aleatorie sulla retta
come speciali catene di Markov

1. Nuclei di convoluzione sulla retta

(1.1) Proposizione. Data una misura di probabilita v sulla tribi borcliana di R, esi-
ste un nucleo markoviano N, relativo allo spazio misurabile (R, B(R)), caratterizzato

dalla.proprieta. seguente. . per.ogni. numero.reale. z, la misura N(z,.. )& Ulmmagine. ... ... ... ]

di v mediante la traslazione y — x + y.
Dimostrazione. Si tratta di provare che, per ogni funzione g boreliana e limitata
su R, la funzione
(1'2) :EH(N(:E,'),Q>
¢ boreliana su R. Ma cid & immediato: infatti, essendo
(N(z, ), 9) = fv(dy) g(z + ),
la funziene (1.2} & boreliana in virtl del teorema di Fubini. o
(1.3) Proposizione. Nelle ipotesi della proposizione precedente, il nucleo N opera

cosi sulle misure: esso trasforma la generica misura di probabilita p su B(R) nel
prodotto di convoluzione di i con v:

N = px .

Dimostrazione, Infatti, per ogni misura di probabilita g su B(R) ed ogni funzione g
limitata e boreliana su R, si ha

(uN,g) = (u, Ng) = [ pldz) fvldy) gz +y) = (px1, 9). &
11 risultato appena dimostrato giustifica la definizione seguente.
(1.4) Definizione. Per ogni misura di probabilita v su B(R), il nucleo markoviano N

caratterizzato nella Proposizione (1.1) si chiama il nucleo di conveluzione associato
alla misura v.

2. Passeggiate aleatorie come catene di Markov

(2.1) Definizione. Su uno spazic probabilizzato (2, A, P) sia (¥, )n>1 una succes-
sione di variabili aleatorie reali indipendenti e isonome, e sia Xy una variabile reale
indipendente dal blocco delle Y;,. Si ponga

Xpn=Xe+¥1+---+Y, pern>Ll

Allora il processo reale {X,]n>p si chiama una passeggiata aleatoria su R. Inoltre,
per questo processo, 1a legge di Xj si chiama la legge iniziale, mentre la legge comune
delle Y,, si chiama la legge del singolo passo.




(2.2) Osservazione. Comungue si assegni una coppia (, v) di misure di probabilitd
su B(R)}, & sempre possibile (usando lo schema delle prove indipendenti) costruire una
passeggiata aleatoria su R ammettente u come legge iniziale e 1 come legge del singolo
passo. Inoltre & chiaro che due siffatte passeggiate aleatorie, se considerate come
variabili aleatorie a valori nello spazio canonico RN, hanno leggi identiche: queste
leggi si ottengono infatti prendendo 'immagine della misura prodotto p Qv v & --
mediante una medesima applicazione misurabile dello spazio canonico nello spazio

canonico.

Il teorema che segue ribadisce l'osservazione precedente, rendendola pit esplicita.
Esso permette inoltre di ricondurre il concetto di passeggiata aleatoria su R al con-
cetto, pill generale, di catena di Markov.

(2.3) Teorema. Sianoc p,v due misure di probabilita sulla tribtt boreliana di R. Si
denoti con N il nucleo di convoluzione associato a v e con @ la realizzazione canonica
di N. Allora ogni passeggiata aleatoria su R ammettente p. come legge iniziale e v
come legge del singolo passo & una catena di Markov compatibile col nucleo N (ossia
ammette come legge nQ).

Al - - .
Dimostrazione.! Su uno spazio probabilizzato (§2, A, P) sia {Xp|n>0 una passeggiata
aleatoria ammettente u come legge iniziale e v come legge del singolo passo. Per ogni
intero positivo n, poniamo

(2.4) Yoy1 = Xnp1 — Xu, Zy = [[Xo,- .., Xn), Yuqa].

Si ha allora X1 = X5 + Yoy e quindi

(2.5) Xnt1=hn 0 Zn=hno[[Xo,. ., Xa], Yasa],

dove h, & la funzione reale cosi definita sullo spazio d’arrive di Z,;:

(2.6) Ao ((Zo, .. Zn), y) = Ty, + 1.

D'altra parte, la variabile aleatoria ¥,,4 1 € indipendente dal blocco [Xo, ..., X,] ed ha

come legge v: essa ammette dunque, come versione della propria legge condizionale
rispetto a [Xy,. .., Xn], il nucleo costante K,, definito da

Kn((:zg,..‘,rrn), . ) =,

Grazie a (2.5), ne segue che una versione della legge condizionale di X,,,; rispetto al
blocco {Xp,...,Xn] & il nucleo L, caratterizzato da questa proprietd: per ogni ele-
mento (Zg, . .., Ty) dello spazio d’arrivo di [ Xy, . .., X, la misura L, ((:1:0, e Zn), )
¢ 'immagine di ¥ mediante Papplicazione

Yy — hn((gﬂa- .. }:Bn); y)

Ma questa applicazione, grazie a (2.6), & semplicemente la traslazione y — x, + ¥.
Si vede dunque che L, & il nucleo definito ponendo

Ln({Zos. . Z0), + ) = €, % ¥ = N{&n, - ).

Poiché questa conclusione vale per ogni n, & cosi provate che [X,],>0 & una catena
di Markov compatibile col nucleo V. it



Arresto di una catena di Markov

Teorema. Assegnato un nucleo _markoviano N, relativo a uno spazio misurabi-
le (B, &), si consideri, su uno spazio probabilizzato (1, A, P), una catena di Markov X
con esso compatibile. Inoltre, fissato un elemento A di £, si denoti con T il tempo
dlarresto, relativo alla filirazione naturale di X, cosi definito:

Tw)=nf{neN: X,(w) € A}.

Allora il processo X7 ottenuto arrestando X al tempo T ¢ una catena di Markov
compatibile col mucled M cosi definito: '

Cathdim g £y

€x sex €A,
Mz, )=
May N(z, ) altrimenti.
CN".{} . N

Dimostrazione. Denoteremo con F la filtrazione naturale di X, e con Y il processo
arrestato X|7. Fissiamo un intero positivo n e un elemento H di F,. Si ha allora

(‘("" i XTIAI\“.‘) e
(ng T} E{Yupr = X} N {Ya = Xu @ A} C{Nfo X, = Mfo Y.}, ot
(—.. {mu £ T'S } {'_g{‘-m'[‘g . e N

Di qui, poiché I'insieme H M {*n. < T} appartiene alla tribu JF,,, si deduce (utilizzando
la proprieta di Maﬂov del processo X))

fH{"\{n<T} fo Yﬂ_{_‘l dpP = le"l{n<T} f a Xn+1 dP

(1) ’ ’#}fh’n{nfr} NfoX,dP
ity

= faninery Mf o Yy dP.

51 ha inoltre

[T <n) € {Yaps = Yo = Yo= Xp € A} C {f o X = Mf o X1}

indi o (Mo ™ €y
e quindi
(2) Sungrany ¥ i e dP = [ynirany M1 °{}r(“; dF
= funir<n MfoYadP,

Sommando le relazioni (1) e (2), si ottiene infine  {H =4 A {meT UM AITZ0))
foO n+i dP = fHMfOYndP.

Per I'arbitrarietd di n e di H, ¢id prova che Y & una catena di Markov compatibile
col nucleo M. n

lia®>)
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Alcunl risultati sui process:l additivi
‘é{;’i\fmﬁ‘m et ' WW

1. Definizione di processo additivo

Tutti i progessi considerati saranno tacitamente suppbs't"i' 'fé'a_h'{ Inoltre tutte le
filtrazioni e tutti 1 processi saranno supposti avere R+|Forlne 1n51eme dei tempi. Gl
elementi di R saranno anche chiamati istanii, b

E facile riconoscere che, se su uno spazio probabiliZzabile (22, A) & dato un pro-

-~ eesse-X-le-cui-trajettorie-siano. contlnue a destra, -allora X pensato-come-funzieng. -« e

mye- 8- e
reaie sullo spazio misurabile ~ C"“

(R+>< 0, B(Ry) ®A),

2 nusm ablle A questo scopo, supponendo per semplicita X = 0, basta osservarg
che X &limite puntuale della successione {X “))n>g( (:031 deﬁnlta nE

ird
E : : o
k>1 I](k 1j2—r, k2] ®Xk2” : (("t A - /‘ =i g el |{I Yy A

{{\7,«1 ) 51)"

(1.1) Definizione Un processo X si dice /%ddﬁ?{ﬁ\rlspetto -8, una. ﬁltrazlone e 58

oltre ad essere adattato a F, e tale che, per ogni istante s, il blocco [X; —~ s]b; SJ_&M

) Cc‘u

indipendente da Ay 0 ﬂﬂ) ) S fou
S R L e ey .

e ey

(12) Teorema. S}& X.I un process& adattato aﬂa ﬁ]trazmne F. Aﬂinche X sia

additivo rispetto a F, & (necessario e) sufficiente che, per ogni coppia s,t d’istanti,

con 5 < t, la variabile aleatoria Xf X___ sia 1nd1pendente da(T

......... e ral oL b,t)r\(«'&)

Djmo.btrazmnc bupposta Soddlsfatta ]a (.Ol]d]ZlDIlE dell’enuncmto flasw,mo un istan-
te § e un elemento H-di-F, . Ba.stera dimostrare che T El e mdjpendente da ogni vettore
aleatorio della forma o

(13) [th _Xss th_Xsa Ty Xt
-’} LT
13 L} ai
con § <ty <ty << ’E A ques‘éo scopo "osserviamo che le componenti del vettore
aleatorio )

[IH1 th _X.Ss th _Xil-} rey th_Xt.n_l:|

sono tra loro indipendenti: infatti ciascuna componente & indipendente dalla tribu
generata dalle componenti di indice pin plccolIo Ne segite che la prima componente
‘e indipendente dal blocco delle alfre, ossia dal Vettore aleatorio

(14) ['Xfl _Xss th _th'} ey th —Xtﬂ,_l]r

e quindi anche dal vettore aleatorio (1.3) (le cui componenti sono le somme parziali
di quelle del vettore alcatorio (1.4)). L'asscrzionc & cosi dlmostrata 0
(ﬂ.@-’f "“"'!{ T A TR S A 33 I{ et i L'a wrteitl 3a
Py aled o Ul {_ 3Oy (r fr }

ap A

{"’{r” Lr i )

‘\¢

IR
) 1




0

T '[n:")’”, L :1._'} Lo S X S )
(1 6) Osservazmne. B fac]:ﬂe riconoscere che, affinché un processo X sia addltlvo
foccorre €} basta che esso sia a incrementi. indipendentt, nel senso che, per ogni suc- i}
cessione finita (t;)o<;j<n d'istanti, con 0 =fy < #; < --- < t,, le variabili aleatorie ;
Xig, Xty — Xtg, -5 X4, — Xy, _, siano indipendenti. Y

R R - I i R U Y & S

.

2. Filtrazionl continue a destra

2.1) Definizione. Ad ogni filtrazione F si pud associare la filtrazione g; definita |
( g p finika .
ponendo, per ogni istante £, _ Lol Do ¢ ey
(2.2) . sgt = Meso Frre: o &7 )

)n\

Quando G coincida con F, si dice che F 2 continua. a. destm E facile verificare che,
quaiunque sia la flltlazmne F, ]d flitraz.mne G dehmta da (2 2] & sempre contmua a

Talvolta la si denotera col sunbolo }""

(2.3) Definizione. Siano F una filtragione ¢ T una variabile.aleatoria a valori
in [0,00].. Si dirag che T g, 1lspeltto a ,F, un tempo, d’ am‘estol se, per ogni istante ¢,
si ha {T < t} € F. ‘s ditd ‘mvece che T e rlspetto a F, un tempo d arresto m
senso Ea.rgo (o, pilt brevemente, un tempo. d az
ha {T < tle Fi Questa condizione, come fa,u]mente sl venﬁca f'qulvalf' al fatto

/c[he T sia un tempo d’arresto per la ﬁltmzmne }'+ ot ;.111; o (Tt e <
T gl € e Tedf

(I/

"r({_.:'-a..

T _—
“STE XU proce*sgo aa‘dxtw Jspcﬁtm il ﬁIt”fazx .
itraiettorie concmue—a destra. Allora X ¢ addjt;rvo anche rlspetto alla ﬁftraz;one?
‘ ?contmua destra, assoc:ata a .F f’j; \ T L N Py Lok ’]{ X e

Dmlostrazmne Denoterem‘o con G la, filtrazione continua a destia associata a F.
Grazie a (1.2}, basterd provare che, per ogni coppia (s,t) d'istanti, con s < ¢, la
variabile aleatori& Xt X & mdlpendente dalla tribu gs /A questg ggp 0, osserviamo
In corrispondenza, X, — X, € limite puntuale de]la successmne (X:— X )ﬂ,>1 Inoltre .
per ogni n, la variabile aleatoria X; — X, e indipendente dalla tribl Fs, € qulm 1, 'a‘:"
maggior ragione, dalla tribli G, (che & contemata in F,, ). Dunque, per ogni evento H,
non trascurabile, appartenente a G,, la legge di X; — X, secondo Py ¢ identica a
quella secondo P. Passando al limite nel senso della convergenza, depole delle leggi, si
vede che la stessa preprieta vale per la variabile aleatoria X; — X.. Per larbitrarieta

di H, cio prova che X; — X & indipendente da ;. 1

(2.5) Definizione. Per ogni intero positivo n, dencteremo con D, I'insieme costitui-
to dai numeri diadici di stadio nwesimo, cioé dai numeri della forma. k2" conk E N

sieme del valori finiti di T sia contenuto m D,
/’}'[ N JI i :D Do \.%\,(’, " l I‘Iv r \j E i .( \_)‘__\_ : " I \, L Lli_) L \-\. /.r’l\'_:l_:;l-!,.‘_ N I—[ | !-;;_-’i-,} I
I (,(-)\ ¥ i MRS '%z.‘- e -wi‘--‘-‘l\zr- o Ed {ol'r.--:' B
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(2 6) ]?r’llt'cgls)os' |1_§_)ne Su uno spazio probabijlizzabile ({1, A) siano date una filtra-
zmne F e un tempo . a&rrestcwla.zgg T ad essa relativo. Allora esiste una successione

decrescente (Tn)nzo di tempi, d”arresi:o dindici (relativi a F) tale che si abbia
(2.7) inf, T, = - AT <oo}--{T<oo} per ogni n. L

’3 [.J-I-.--... . | 1\

}!w"
Dimostrazione. Per ogni mtero posmvo n ed ogni elemento w di §2, poniamo {con la
solita convenzione inf ) = oo)

______________________ To(w) =inf{s € Dy, : T(w) < s}.

e
g

Si ha allora, per ogni istante ¢,

{T < t} UsED s(t{T < 3} € ]:f!

e cio prova che T,, & un tempo d’ arre(sto Sl ha moltre

(T<oo}={T<T, <T+2"}.

La successione (Th)n>0 possiede dunque le desiderate proprieta. =

~ 3 La legge 0 1 dl Blumenthal

( a) Se Ja Varlabﬂe aleatoria Xo. & degenere,

Blumenth ”) &0 =) (0
3 NN v

. Vi M
("Legge.0-1.di

i

Y che ciascuna traiettoria del processo X sia continua in tutto un intorno dello zero,
e che ciascuna delle X, con RN abbia metrica e~d'fa“

e oontz, Jeges simmetnion ¢ diffuse

;o ogm w, lo zero é punte di- aacumu]&aane per ciascuno dei tre ]HS]GH]J seguenti

Xt(w) > 0} { { Xt(w) < 0} {{t Xt(w) = D} Jl\.‘,{'u Seomini

70
J(r*r) . m”.f'((ﬁxl /\ tany ol y Ve ol | Xatime ol 2 Z’(z 2y = mfl ey | X gt o oo
[Yimostrazione. ( 5 Si supponga che Xg comcnda quasi certamente con la costante 2.

Grazie al Teorema (2.4), la tribli Gy & md}pendente dal bloceo [X; — Xoli>o, ossia dal
“blocco [Xy — z]i.0- Poiché la tribl generata da quest’ultimo blocco contiene Gq, ne
?segue che la tribu Gy € indipendente da sé stessa, ossia degenere. o

;' ol (b} Mettiamoci ora nelle ipotest di (b). Bastera provare che, per quasi ogni w,
lo zero & punto di accumulazione per il primo dei tre insiemi sopra considerati. (.

proprieta contiene I'evento

A= limsupmgXl/n > 0}, (ot ng A B U= )
il quale appartiene alla tribli degenere Gy e non pud essere trascurabile, come risulta

A lenten N
dalla relazione Ay o Clptndza).

P{A) > ﬁﬂlsupn_}f{Xl;n >0} = l. i

(V/rjﬁ(J _PHX,{( [
J »_E;Xg>c;~, __5._'_-?_ r .

{b) Se, per giunta, si suppone che Xo coincida quasi certamente con la costante:0; :

, allora, per quasi

Ora, cid si ottiene osservando che l'insieme degli w provvisti della desiderata f

-




(3.2} Tet;'remaik Su uno spazio probabilizzato (£1, A, P) sia X un processo additivo,
con traietiorie continue a destra. Si denoti con F la filtrazione natyrale di X e con G
la filtrazione continua a destra associata a F. Allora, per ciascun istante {, ogni
elemento di Gy & equivalente {secondo P) a un elemento di F;.

Dimostrazione. Si denoti con H, la tribi generata dal blocco [X, — Xi]use. Si ha
allora

(33) Fi C G O FvH,.

Inoltre, grazie al Teorema (2.4}, H,; & indipendente da G;. Ne segue che, per ogni
elemento A di F; ed ogni elemento B di H;, una versione della speranza condizionale
P{I4Ip|G:] & la variabile aleatoria 14P(B) (misurabile rispetto a F;). Il teorema
delle classi monctone assicura allora che ogni variabile aleatoria limitata e misurabile
rispetto alla tribit F; V'H, ammette come versione della propria speranza condizionale
rispetto a §; una variabile aleatoria misurabile rispetto a #;. Cio vale in particolare
{grazie a (3.3)) per la funzione indicatrice di un elemento di ;. Dato dunque un
elemento C' di Gy, la speranza condizionale P [Ic | gt} , una cui versione &, banalmente,
la stessa I, ammette anche una versione V misurabile rispetto a F,: pertanto ¢
risulta equivalente, secondo P, all’evento {V = 1}, che & un elemento di F;. u

(3.4) Coro]lario% Sia F la filtrazione naturale di un processo intrinsecamente addi-

tivo X, con traiettorie continue a destra. Per ogni istante t, si denoti con T la tribu
costituita dagli eventi che sono equivalenti (secondo P) a un elemento di ;. Allora

la famiglia (f}] >p & una filtrazione continua a destra.

Dimostrazione. Denoteremo con G la filtrazione continua a destra associata a JF.

Sia A un elemento di [, Ft4e, © mostriamo che esso appartiene a F;. Per ogni
intero n strettamente positive, A & un elemento di ]?t+1 /n» 08sia & equivalente a un
elemento B, di F;1/n. Ne segue che A & equivalente all’evento liminf, B,. Questo,

a sua volta, appartenendo a G;, & equivalente, in virtu di (3.2), 2 un elemento di 7.
Dunque, per transitivita, A & equivalente a un elemento di J;, ossia appartiene a ft. ol

4. Processi additivi omogenei

(4.1) Definizione. Un processo X si dlCeCG\W A6 e, per ogni coppia (s,%) di
numeri reali positivi, la variabile aleatoria X otk —ﬂ‘}gl" %noma a Xy — Xo. In termini

meno formah X i dice OIOgENeo se, per ogni coppla, q’ mtervalh temporall di eguale

C )\ 4. Lr ) .f‘j{( X s g {\f":\ fo e, ; vl l \ J I}:_' - :, o __:l‘;j'J:f :‘_ i -___."-."" .

%3‘ pej: ogni IStaHte s, il processo [X att — X ]t>9 & isonomo aI proceqso [Xt Xg]tzg
L - . . e FAd i\.‘_..{,_u'.s,:f;:-‘ & ol U
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................ (4'3) [th_ Atjmlj

Dimostrazione. Senza ledere la generalita, si pud supporre Xo = 0. Flssato Tistan-

” WL Ffu :.rp,nl St

te s, poniamo N it s
Y = [Xapt — Xaliso-

Allora 'incremento di Y relativo a un fissato intervallo temporale coincide con I’incre
mento di X relativo a un intervallo temporale di eguale ampiezza. Di conseguenza
per ogni successione finita (t;)oc <n d'istanti, con 0 =ty < &) < -+ < ty, i due
vettori aleatori

- l(
AT /‘\.f.l{.f.
oo

T

La

K- X {- l‘

1<j<n ? Yislicicn

,8ono tra loro isonomi. (Infatti ciascuno di essi ha componenti mdlpe:udenti _ inoltre
& T \

‘ciascuna compenente del primo vettore € 1501101':1& alla}componente di egual- Jndme
del secondo.) Ne segue che anche i due vettori aleatori

[Xff}lss'gn ’ [Y-*'f}ls;jgn

sono tra loro isonomi. Infatti i primo (risp. il secondo) ha come componenti le somme
parziali delle componenti del primo (risp. del secondo) dei due vettori aleatori {4.3).
Per Darbitrarieta della n—upla (¢;)1<;<n, €i0 basta per concludere che i due pro-
cessi X,Y sono tra loro i lbonom(lﬂ " o

(4.4) Teorema. Su uno spazio probabilizzato (S, A, P} sia X un processo additivo
per la filtrazione F, omogeneo e con tralettorie contintte a destra Sia inoltre T' un

tempo d’arresto largo _per F, ndgmequivalente alla costante- oo, Si ponga

Q= P(+|{T < o0})
e si denoti con’Y il processo che & nullo st {T' = oo} e che & definito altrove da
Yi(w) = Xpypo(w) — Xp{w).
Allora la legge del processo Y secondo () coincide con la legge del processo
[X: — Xglt>o0 secondo P.

Dimostrazione. Senza ledere la generalita, supporremo Xg = 0. Si tratta allora di
dimostrare che, comunque si fissi una parte H di R, finita € non vuota, risulta

fizeoy F (Vilies) dP = P{T < 00} [ £ ([Xelies) dP

per ogni funzione f continua e limitata sullo spazio d’arrive del blocco [Xilicn.

Grazie a {2.6), ci st pud limitare al caso particolare in cui T sia un tempe d’arresto
diadico (nel senso di {2.5)). Infatti nel caso generale, scelta una successione (I}, )n>0
di tempi d’arresto diadici come in (2.6), e considerato, per ogni n, il processo Y™
definito come Y, ma partendo da T, anziché da T, si vede che le traiettorie di Y™
convergono puntualmente verso le corrispondenti traiettorie di Y.

Supponiamo dungue che T sia un tempo d'arresto diadico. Bastera allora provare
che, se s & uno qualsiasi dei possibili valori finiti di 7', si ha

Sirgy f (Weleerw) dP'= P{T = s} [ [ {[XsJeens) dP

5
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Ora cib discende dal fatto che, sull’'evento {T" = s} {appartenente a F), il processo ¥’
coincide col processo [ X1 — Xs)t>0, il quale & indipendente da F; e, grazie a (4.2),
isoncmo a X. £

(4.5) Corollario’ Nelle stesse ipotesi del tecrema precedente, si denoti con G la
filtrazione continua a destra associata a F. Allora il processo Y ¢, secondo @}, additivo
rispetto alla filtrazione (Gryt), .
Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che, per ogni coppia s,¢ di numeri reali
positivi, la variabile aleatoria Y, — Y &, secondo @, indipendente da Gr,,. Senza
ledere la generalita, si pud supporre s = 0. (Il caso generale si pud infatti ottenere
applicando il caso particolare al tempo d’arresto largo T+s.) Fissiamo dunque un
elemento H di Gr, non trascurabile secondo ¢J, e proviamo che la variabile aleatoria
Y; — ¥y = Y; ha la stessa legge secondo () e secondo

Qw = P(+ | HN{T < oo}),
A questo scopo, consideriamo il tempo d’arresto largo Ty che coincide con T su H
e con oo altrove, € denotiamo con Y’ il processo ottenuto come Y, ma partendo da
Ty amziché da T'. Si ha allora

Hn{T < oo} ={Ty < oo},
sicché, grazie al teorema precedente; la legge di Y} secondo @ coincide con la legge
di X; — Xy secondo P. Inoltre, secondo la misura g, la quale ¢ concentrata sul-
I'insieme H N {T < oo}, le due variabili aleatorie Y;, ¥; sono equivalenti, e quindi
isonome. 8i ha dunque, in conclusione,

Yi(@r) = Y{(Qn) = (X: — X0)(P) = Yi(Q)
(dove l'ultima eguaglianza discende dal teorema precedente). L'asserzione & cosi
dimostrata. =



Il criterio di holderianita di Kolmogorov

Denotcremo con D l’inbieme dei numeri diadici e con D la pa:rte di D costituita

. Porremo inoltre D* = D \ {0}, D:=D, \ {0}.

: Lemma, Siano m un intero strettamente positivo, f una funzione reale definita si
Dnlo, m] e -y un numero reale strettamente positivo. Si supponga che esista un __
.| intero: positivo.ng. tale.che, per.ogni.intero n.superiore.o.eguale. a.ng,.e.ogni. coppla.._....... ST
]s t di elementi consecutivi di D,, N]0,m), si abbia |f(a) f)) <27 :

' Allora f & hélderiana di esponente v (ossia prolungabde in una funzione ho}-
derjana di esponente «y su [0, m]).

Dimostrazione® Mostriamo dapprima che esiste una costante reale €' tale che, co-
munque si prendano un intero n superiore o eguale a ng, una coppia a, b di elementi
consecutivi di D, N]0,m} e un elemento z di D tra di essi compreso, risulti

[fz) - flg) < C27™, [flz) - fy) <C27™.

A questo scopo, osserviamo che si ha

T=a+ . ,5; €r 9—(nth}
con (€p)r>1 successione di elementi di {0,_ 1}, definitivamente nulla.
Pertanto, ponendo s = a e, per ogni h>1,

Sh = Sp_1 + €, 27 (VR

si definisce una successione crescente (sp,}n >0 1 cui termint coincidono definitivamente
con . Incltre, per ogni A>1, i due termini s5_1, s, 0 coincidono o sono elementi
consecutivi di Dy, 4. 51 ha pertanto

F(2) = Fla) € Popsnr [£(s0) = flsn-1)l € Vs, 27T = C 2777,

con C costante. Un ragionamento analogo si applica a |f(xz) — F(b)|.

Presi ora due punti z,y di DN )0, m|, con

T <Yy, |z —y[<27",
si consideri Pintero n (superiore o eguale a ng) caratterizzato dalla relazione

2-—(1’1"}‘1) S |x _ yl < 2—11..

Esistono allora in D, N ]0,m] due punti consecutivi a,b, con a <z <y <b, oppure tre
punti consecutivi a, b, ¢, con a < <b<y<c. In entrambi i casi, risulta

|Flz) — f)] < | f(=) — fO) +1f(8) — fw)l
<202 = Ko~ DT < K | — Y

1




(con K opportuna costante}. La funzione f & dunque uniformemente continua, os-
sia univocamente prolungabile in una funzione g continua su [0,m]. Inoltre questo
prolungamento ¢ una funzione holderiana, di esponente v, perché verifica la relazione

lg(z) — g(y)| < K|z — [
per ogni coppia z,y di elementi di [0,m] con |z — y| < 2770, =

1(egrl'e‘j]rnfﬁl V.;Su uno spazio probabilizzato (1, A, P) sia dato un processo reale X aven-
o oty e L]
e D* éome insieme dei tempi. Siano poi e, ¢, C costanti reali strettamente positive,

tali cbe gqualunque sia Fintero positivo n, la relazione
” Pl X, — Xi|®] < Cls —¢1*?

abbia Inogo per ogni coppia s,t di elementi consecutivi di D, [t ot Yo, i o 17

Per ogni intero m > 1 e ogni numero reale v > 0, si denoti con Ay, Pevento
costituito dagli w tali che la restrizione della traiettoria X, (w) all'insieme D N }0, m]
sia hélderiana di esponente 4. Aw.y = |, Awf ]X{ Xl g ooy

(N i ¢ ot
Allora Pevento Ay, € quaf;i—f'é'frto se }y & minore di 5/& (04 }// ....... S PRV P e
Dimostrazione® Denotiamo con Z,, Pinviluppo superiore di tutte le variabili aleatorie
della forma | X, — X,}, con s, coppia di elementi consecutivi dell’insieme D, 10, m]
Grazie al lemma precedente, si ha (b g e

Hm mfn{Zn < 2_”'*'} C Amy.

Basta percid provare che, supposte v < &/«, il primo membro della precedente in-
clusione & guasi certo, ossia evento complementare

lim sup,, {Zﬁ > 2_”7}

& trascurabile. Per questo, osserviamo che, per ogni coppia s,t di elementi consecutivi
di D, N]0,m], st ha (grazie alla diseguaglianza di Markov e all’ipotesi)

Iﬁ i

G
PX, — X[ > 27} < 297 P(|X, - X,|°] < gz n(4d),
Ne segue o
P{Z >2° "’f} <m3n . 2MeCe MI+8) — 1 ¢ griva=9),

\.‘-'.’('..l i i o

£
Cio prova I’ asserz’“ fone, grazie al primo lemma di Borel-Cantelli. o

Corollario. Su uno spazio probabilizzato ($2,.A, P) sia dato un processo, reale X
avente D*" come insieme dei tempi e tale che, per ogni intero positivo n e ogni coppia
s,t di elethenti di Dlcont—s5=2"" hncremento X, — X, abbia legge normale
centrata, di varianza t — s Mia '1 "

i AT H il 1 £ l 3
Allora (con le stesse notazioni deI teorema. precedente) l'evento A,, , & quasi

certo se y & minore di 31 04> Y £y P AL 4 ) st

Dimostrazione. Fissiamo un numero reale o strettamente poesitivo, un intero positivo
n € una coppia s,t di elementi di D, N]0,m] con t — s =27, Si ha allora

2
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P[|X, — X4{%] = Ca [t — 5|*/2,

dove C, denota il momento assoluto di ordine.ex della legge normale (0, l)_.____Percib,
supposto § > 1, cice a > 2, se si applica il teorema precedente (con 5= g ~1), si
vede che, per ogni numero reale ~ verificante la relazione

0<7<%—lj

0
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Processi di Wlener e misura di Wlener |
5

Deﬁnlzlonl, notazioni, risultati prehmmarl (: y

i .&: _‘wmsox.ammﬂ" R i

Si chlama pro_cesso..\dz Wiener (o anche meto browniano) un processe
ammetiente R+ ome insieme dei temp1 avente traietforie continue, agd,ltme ((,10
}con incrementi mdlpendentl) e tale che, per ogni coppia (t u) di elementi di R+,ﬁ._,'1_

con t <,I'u{, I’incremento Xu X, abbia legge normale N (0, Y 1;)& ¥ty
L S u’%(,l 0 Z( JEA adien rie
Denoteremo con D lms1eme costituito dacl numeri dlad.l(‘l ciog dai numeri della .- x

£ e

{eid ‘a/ wyd

iyl

:

SREINTE

e

brocy et

forma k27™, con k e m interi positivi. Per ogni interc n strettamente positivo,

~ denoteremo con §,’l'insieme costituito dai punti s di E%le cui coordinate Verlhehmo ( ‘<} t- r<-:_|, lia

whn

e la relazicne 0 Sos < . < 8y. Porremo inoltre &
si dira dmdftco se le sue coordmate appartengono allf mmeme B Se §eun elemento

e "‘""\':imj di&5, la partizione (Jy)i1<r<n dell'intervallo |0, 5.} definita da

(11) J1 :}0,81], Jg 2181,32], ...,'J.n :]sn,l,sn]

-,
sara chiamata la- purt’azmne assocmta a 3. Si dencterd ingltre con Vs la legge EDE R”(%*a\? 3

defimita da ' - L)

| )
I
|

{1.2) vs = @ N (0, {A(Jk)) |

f

L"Lffi\‘l'/){lllr; \%("lk] EES Sam) ||‘ \jls\)

P2y I s

.

wfwm~@

{dove X denota la misura di Lebesgue) - - MJ\' g '-,:* n

'r.' Tei j aah

Se X ¢un processo reale, avente come insieme dei tempi una par‘re I d1 ]R+, allora,
per ogni intero n strettamente positivo ed ogni elementos-di S, 16 cui Coordmate
appartengano a I denoteremo con A X 1] vettore-aleatorio [a yalori in R™) cosi

0y
%
—eded

PN

{prualione™y P

definito: : i
o |

e (A,J,

iy i
p—

pe .
(1.3) (k AX = [Xél, Xoy = Xors orvy Xo. —Xsn_l].

i

[4

f
1 _
P
Usando le notazioni appena introdotte, & possibile caratterizzare un proceeeo di
Wiener uscente dall’origine (ciog avente €y come legge 1mmale) nel modo seguente.

. T : o)

(1- 4) Proposizione. Su uno spazio probabilizzato-(Q2, A, P) sia X un processq reale,

]
ammettente }R+ come insieme dei tempi € avente traiettorie continue. Le condizioni
che Seguono sono equwalent; (on s )

_ ( (b) Per ogni elemento & -dl-S, si ha

(L) AXP) v

. . L AL “”““W‘x e \ SR E.

DImostrazmne Osserv;amo mnanmtutto che, se & Verlﬁcata la condlzmne (b) allora,
,in particolare, si ha! Xt[P — N(0,1) lper .ogni numero reale ¢ strettamente positivo,
sicché la variabile aléitbria Xo, essengal imite by 18. successione {X1/n)n>1,

limite puntuale de;

1 {E-_’f'l aconnia

o d

A g A g

g l\t:f_\(,-.‘(:.\.ﬁ' Fex '5:1.1'{_‘,-){_;-'!!1_’,5\_ f.[f.‘;','[".t.!.\{.( CO'I,"E@"'“

NN ‘s
SO g

i :'{t,'.‘.,\i__ L




ammette come legge ¢p. Grazie a questa osservazione, si pud supporre a priori che X
sla un processo uscente dall’origine. Allora, per ogni intero n strettamente positivo
ed ogni elemento s di Sy, poiché il vettore aleatorio A, X definito da (1.3) coincide
quasi certamente col vettore aleatorio

~Xe o, X —XSH],

a3

(1.6) | Xs, = Xo, X

I’eguaglianza (1.5) gg_uwal? al fatto che le‘componentz di quest’ultimo vettore aleato-
rio siano indipendenti e ammeéttano come 'leggl

N(O,S}), N(O, 89 — 5]), caay N(O, Sp — Sn_]).

' Dj conseguenza, il fatto che Peguaglianza {1.5) abbia luogo per ogni elemento s di .S
equivale al fatto che X sia un processo di Wiener. c

Il lemma che segue permette di indebolire la condizione (b) della proposizione
% . precedente.
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Tl (1.7) 'Le-mma. Su uno spaz;io probabﬂfzzaf;o «, .A P) sia X un processo reaie,
N Processo d1 Wlener uscente dall’origine, & sufﬁuent‘ga-}g}.eguaghanza (1.5) abbia

\\ A g
Eluogo per ogni e]emento"s di & che sia diadiee. PR,
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v i lDJmostrazmné Cominciamo con una semplice osservazione: due leggi p, ¢ su R™,
L -'tall che si abbia [fdu = [fdy per ogni funzione f continua e limitata su R™, sono

' jdentiche, in quanto coincidono su ogni insieme aperto; infatti la funzione 1nd1catr1('e

Ry ‘di un tal insieme & Pinviluppo superiore di una successione crescente di iunzmm(

AL ) .continue a valori in [0, 1] Tenendo contc di questa osservazione, si vede che, per un

arbitrario elemento s di'S,,, la relazione (1. 5) equivale al fatto che, per ogni funzione I

continua e limitata su R", abbla luogo 'eguaglianza P[f(A X)] ff dv,, ossia
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(1.9 P[] = fi fl) 04l do,

dove. g, denota la den51ta di v, (o, meglio, la versione, contmua di questa densxta)
D’altra parte, le due funzioni (e e )

s — P[f(AX)], 8 Jgn Fl2) gs(z) da

sono continue su S, la prima per il teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata
_ (grazle alla continuitd di J e delle traiettorie di X); la seconda per il tecrema di 0

| Sgh&eﬁe Dunque, affinché V'eguaglianza {1.8) abbia luogo per ogni elemento s di Sy, &
sufficiente che essa abbia luogo per ogni s che sia diadico: infatti gli elementi diadici
di 5, fermano un insieme detigo in S L
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Il lemma che segue permette di preparare la costruzione di un processo di Wiener
mediante la costruzione preliminare di un processo che si pud considerare come I’ana-
logo dl un processo dl Wlener nel quadro dei proce531 con tempJ dladm

ey
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9 Uzmostrazléne'.'" I5 diaiio corie spaz ﬂ"'ll prodotto ]RD ,“cottie tribi A 18 triba
prodotto B(R)®D e come processo X quello canonico, cioé quello per il quale X; &

4 ﬁla proiezione canonica di indice ¢ di £2 su R. Grazie a questa scelta, per ogni intero n

~ strettamente positivo ed ogni elemento diadico s di §,, si ha [X,,,..., X, [(Q) = R”
e quindi anche % X(9) =R", Di conseguenza, se si pone

S ok -(:'-. Vit

(1.10) ‘ .]-“‘q = T(Xs,, .5. o Xen )= T(AX),

si pud affermare che il nucleo, da (2, ;) a (R”, B(R™}) associato a A X (cio? quello
che trasforma ogni misura di probabilita su (Q Fs) nella sua immagine median-
ite A +X } & invertibile. Egiste dunque, sulla tribll s, un'unica misura di probabilita P
tsecondo la quale A,X abbia come legge v,. T facile ora verificare che, se ¢ & un
elemento diadico di 9,41, tale che si abbia

{31:"'131’1} C {tla"'itﬂ-f-l}

(e quindi F, C F), allora la misura P; prolunga la misura Ps. In altri termini, si
tratta di verificare che le n componenti del vettore aleatorio A, X sono indipendenti
{Secondo P, e che le loro leggi secondo F; sono identiche a quelle secondo F;. Cio si
otterrad impiegando la proprieta associativa dell’indipendenza e il fatto che la classe
delle leggi normali centrate & stabile per 'operazione di convoluzione.' Cominciamo
con 'ogservare che, nel caso in cui 'unico elemento dell’insicme

(111) {1,y taga ) \on ooy 50)

sia tpq1, 51 ha s; = ¢; per ogni j compreso tra 1 e n, e quindi oghuna delle componenti
del vettore aleatorio A, X & anche una componente di A.X, sicché la tesi & ovvia. Si
pud dungue escludere questo caso banale. Si ha allora 8, = t,11 € I'unico elemento
dell’insieme (1.11) cade in uno degli n intervalli {1.1) della partizione associata a s.
Se k & l'indice di questo intervallo, allora le componenti di A,X con indice diverso
da k sono anche componenti di A, X (e quindi le loro leggi secondo P, sono identiche
a quelle secondo P;), mentre la componente di A,X di indice & & somma di due
componenti di A;X che, secondo F;, sono tra loro indipendenti e hanno leggl normali
centrate, con somma delle varianze eguale a A{J; }. Dunque, anche per la componente
di indice k di A X, la legge secondo P, & identica a quella secondo P;. Incltre,
secondo F;, questa componente di A, X & indipendente dal bloceo delle altre n — 1
componenti, e queste sono tra loro indipendenti. In conclusione, si vede che le n
componenti di AgX sono indipendenti secondo P; e che le loro leggi secondo FP: sono
identiche a quelle secondo P,. L’affermazione & cosi dimostrata.
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Osserviamo ora che, se H ¢ una parte di D* finita e non vuota, e se n & il suo
cardinale, allora esiste un unico elemento diadico & di 5, tale che H si possa mettere
nella forma H = {s1,..., 5, }. Porremo allora

(112) : QH = Q{sl,‘.‘,sn} = Ps-

Si ottiene cosi una famiglia (g )x di misure di probabilitd, la quale costituisce un
sistema proiettive, nel senso che, per ogni coppia H, K di parti di D* finite e non
vuote, con H ¢ K, la misura Qx prolunga la misura Q. (Per provare questa
affermazione, basta osservare che essa & vera, grazie a quanto sopra dimostrato, nel

cas0 particola.re in cui l’insieme K \H sia costituito da un so] elemento) Un risulta,to .

probablhta P che prolunghl SImultaneamente tutte le 'y, ossia tutte le P Poiche
questa misura possiede la proprietd pretesa nell'enunciato, il lemma & dimostrato.

2. Costruzione di un processo di Wiener

Djmostrazwnc “Ptendiamo IP mosse da uno qpa,;\() probabllw‘}"a:to (Q .A P] sul quale
esista un processo X con le proprieta descritte nel Lemma (149). Fissati un numero
reale m strettamente positivo ed un esponente v con ¢ <.y < %, denotiamo con
Ay Vinsieme costituito dagli elementi w di 2 tali che la traiettoria t — X.(w) sia

~v—hblderiana su |0, m] N D, cio& poniamo

(22) ‘A"n,'}' = {Supt,uE]D,m]ﬂD,t;ﬁu |Xf - Xﬂl/lt - u’lT < OO}

Grazie al lemma di hélderianita di Kolmogorov, A,, , &un eventd; quz:-_m_si_.certo. Tale
¢ dunque anche I'intersezione degli eventi A,, , conm € N* e v € } ' 3 [ N Q. De-
noteremo con A questa intersezione. Osserviamo che, per ogni elemento w di A4, la
traiettoria t — X, (w), essendo una funzione reale su D* la cui restrizione a ciascun
insieme della forma ]0,m] N D (con m € N*} & uniformemente continua, pud essere
univocamente Aprolungata in una funzione continua su R;. Se dunque si pone, per
ogni u di R+,

(2.3)

\ Y. = Laliminf, s, cep Xi,

£ J/#' 4 [ \ & £, iy {:'“_)"“_

it LR EcH

si ottiene un processo Y, ammettente R. come insieme dei templ e avente traiettorie
continue, il quale verlﬁca per ogni elemento ¢ di D*, la rel&zmne Y, =Ta Xy A]]ora,
per ogni elemento s di S che 51a diadico, si ha s R

AY_QAX “AX  (mod P),

e quindi -
(ASY)(P) = (ASX)(P)EZ'.VS'

Grazie al Lemma (1.¥), ¢id basta per concludere che Y & un processo di Wiener
uscente dall’origine. D




(2.4) Osservazione. Il processo di Wiener ¥ costruito nella dimostrazione del
teorenta precedente possiede la seguente proprietd: per ogni elemento « di } 1 [ ed

ogni elemento w di Q, la traiettoria t = Y;(w) & localmente T—holderlana,( (nel sengo ey
che & y-hélderiana su ciascuna parte limitata di ]R+)' infatti essa & identicamente
nulla se w non appartiene ad A, mentre, se w appartiene ad A, essa & i1l prolungamento
cen@invo a R, di una funzione localmente y—holderiana su D* {cioé ~-hélderiana su
ciascuna parte limitata di D*).

3. La misura di Wiener

E ben noto che un processo reale avente R ,_('iome insieme del tempi puo essere
definito in vari modi, formalmente diversi, ma sostanzialmente equivalenti. Uno di _
questi modi consiste nel dire che, se {(£),.4) & uno spazio probabilizzabile, allora un
processo reale su (£2,.4), avente R come insieme dei tempi, & una variabile aleatoria
su (£2,.4) a valori nelle spazio prodotto

(R®+, B(R)®R+}.

Se, per ogni elemento ¢ di R,, si denota con 7, la proiezione canonica, di indice ¢,
di R®+ su R, si pud dire che la tribil B(R)®®+ & 1a tribll generata su R+ dalle 7,

(3.1) BRY®r =T(m: t € Ry).

Hgsa e dunque 'unione di tutte le tribu della forma

(3.2) T(m: i€ H), conH parte (;mmerabﬂe di ]R+ .

A .ﬁw I | ;_',-.J-L'-\f;-_)
Denoteremo con W la parte di R®+ costituita dalle funzioni reali continue su R, .
E facile verificare che I'insieme W _npn appartiene alla tribu (3.1) {ciot che esso non
appartiene ad alcuna delle tribl della forma (3.2)). Denoteremo con W la traceia
della tribll (3.1) su W, ossia la tribll su W costituita dalle intersezioni di W -con i
vari elementi della tribl (3.1). In modo equivalente, se si dencta con &; la restrizione
di m a W, si puo dire che W @& la tribu generata su W dalle &;:

(3.3) W:T(gt: te Ry).

s_]::_)az_;q _d_;___Wl__e_ner. questo modo di concepire un tal Processo sara mstematlcamente
{e tacitamente) adottato nel seguito. Un particolarissimo processo del tipo appena
descritto & il processo £ = [ft]te]R.,.' esso non & altro che 'applicazione 1dentica di I/V »

ey et Sracioning,

Lo chiameremo il Processo canonico sulio spazm- “di Wiener. p Y, R *j\

. v,trf 1N Ry o B
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"7 (8.4} Definizione. Si chiama misure di Wiener una misura di probabilita sullo’

spazio di Wiener (W, W) secondo la quale il processo canonico [rft]tem " sia un Processo -
di-Wiener uscente da,ll’t)rlgme )

Inoltre aﬂﬁn(he un processo reale ammettente R+.

he esso abbia come lgggg]

Dimostrazione. Su uno spazio probabilizzato (2, A, P) sia X un processo reale am-
mettente Ry come insieme dei tempi e avente traiettorie continue. Poiché, come
sopra convenuto, il processo X va pensato come una variabile aleatoria a valori nello
spazio di Wiener, ha senso considerare, per ogni elementc ¢ di R,., la variabile aleato-
ria reale & o X. Inoltre questa coincide con X;. Usando allora le notazioni introdotte
all’inizio della Sezione 1, si puo scrivere, per ogni elemento s di 5,

L AX = (Af)o X,
e quindi, indicando con p la legge di X,
(A X)(P) = (Asf)(pe).

Di qui, grazie a (1.4), discende che, aﬁinLhe X sia un processo di Wiener uscente dal-
I'origine, occorre e basta che u sia una misura di Wiener. Poiché, d’altra parte, un
processo di Wiener uscente dall’origine esiste (SJ veda {2.1)), ne segue che esiste anche
una rmisura di Wlene{ Rimane solo da verificare clhc unpa tal misura & unica. A questo
ECOPO, OSServiamo che per ogni intero n strettamente positivo ed ogni elemento s
di S,,, due misure di Wiener danno la stessa legge al vettore aleatorio A €, e quindi
coincidono sulla tribi

T(AsE) = Ts,, o 6o )
Poiché 'unione delle tribli di questo tipo & un’algebra che, grazie a (3.3), genera la
{ribn W 010 basta per concludere che le duc misure sono identiche. l

i e Dy

come insieme dei tempi e avente
ifraiettorie. continue sia un processo dl Wlener uscente daH ’origine, occorre e bastag

g

’w,,e'

{8.6) Corollario. Si denoti con T' Pinsieme costituito da tutti gli elementi di W chf e

iano localmente ~y-hélderiani per ogni v appartenente a |0, 3 [ Allora Pinsfeme I
appal tiene aﬂa tribit W e ha misura eguale a 1 secondo la misura di: Wjener

§x“““"

Dmlosf;raz;one Per provare la prlma aﬁ'ormazmnc basta osservare che, a causa della

I = mmemi,qg]m%[n@'{sup t,ue]{),m]r‘lgi; [ |£t - §u|/|t - upf < 00}

Per provare la seconda affermazione, basta osservare che, grazie a (2.4), esiste un
processo di Wiener uscente dall’ orlgme le cui traiettorie appartengano tutte a I
Gl A7 PeAy e T YR T

(3 7) Oss{erjvazimne Su uno spazio probabilizzato (£, A, P) sia X un qualsiasi
processo di Wiener uscente dall’origine. Poiché X ha come legge la misura di Wiener,
risulta dal corollario precedente che Pevento {X € I'} (costituito dagli elementi di {2
tali che la corrispondente traiettoria di X appartenga a I') & quasi certo.

v‘f
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Alcune proprieta-delle
tr-aiet-t-e-rie_ di un moto browniano

1 Non derlvablhta

xfl)( T@?@ﬂiﬂ Su uno spazio, pmbabﬂ]zzato (Q, A, P) sia X un moto__prowmaﬂo
AHoré per-ogni flumero reale 4. mag,glor»e ddﬂg, Pinsieme : '
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In particolare, per y=1 il precedente enunciato si riduce a dire che insieme costi-
tuito dagli elementi w di per i quali la traiettoria X, (w ) ammetya in qualche punto,

| derivata destra inferiore e derivata destra superiore entrambe finite & ssternamente
"trascurabile. Del risultato generale daremo una dimostrazione che & una naturale
estensione (suggerita da Alessio Figalli) della dimostrazione impiegata da Dvorezki,
Erdos e Kakutani nel caso v = 1. Premetteremoe un’osservazione e un lemma.

(1.2) Osservazione' Se, sullo spazio ({2, A, F), & data una variabile aleatoria reale Z
con legge normale A(0,1) e se, per ogni numero reale z maggiore di zero, si pone

Flz)=P{|Z| <z} =2 (2n)"V2 [ exp (—22/2) dz,
allora, al tendere di z a zero, si ha F(z) ~ z (nel senso che il rapporto F(z)/=
ammette un limite finito e non nullo).
(1.3) LemmaZ¥ Nelle ipotesi del Teorema (1.1), poniamo, per ogni coppia n, k d’interi
strettamente positivi,

(1.4) i = [(k - 1)/n, k/n[, k= ]Xk/n - X(.‘c-—l}fnl-
Inoltre, fissati una costante reale U maggiore di zero e un intero h tale che si abbia
Aly — %) > 1, poniamo

Dp= i {83,V App SO}
Allora Pevento liminf,, D,, & trascurabile.

Dimostrazione. (razie al lemma di Fatou, bastera provare la relazione
(1.5) lim, P(Dy,) =

A questo scopo, osserviamo che, per ogni coppia (n, k) d’interi strettamente positivi,
(AL¢;)1<j<pn & una h-upla di variabili aleatorie indipendenti, tutte isonome a A7,
Si pud dunque scrivere (tenendo anche conto dell’Osservazione (1.2))

P(Dn) < E:=1P {A2+1' Ve VAR, < Cn'"‘}
=n(P{A? <COn})
= n(P{via} < on-0-DY)" wpirod),

& ¢io prova la relazione (1.5}, a
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Mantenendo le notazioni del lemma appena dimostrato, veniamo ora alla dimostra-
ziondtdel Teorema (1.1}). Fissata una costante reale ¢ maggiore di zero, e posto, per
ogni elemento s di R,

A, = {limsupi_m:»s | X, — Xs|/(t—8)Y < c},

bastera provare che l'insieme UQE{D 1y As © esternamente frascurabile. Infatti, per
estendere il risultato ad un insieme della forma Use[m,m.+1[ A, con m € N, bastera
considerare il processo [Xiyqe — Xmlier, (che € ancora un moto browniano).

Fissato l'intero h come nel lemma precedente, poniamo, per ogni elemento s
di [0, 1] ed ogni intero n strettamente positivo,

Bsn = nte[s, s+(h41)/n] ‘“Xi - XS[ <c (t - S)T} -

Allora, per ogni elemento s di [0, 1], si ha A, C liminf, B; ,. Ponendo
A= Use[[),l[ As, Bn = Use[D,J[Bs,m

se ne deduce
{1.6) A C liminf, B,.
D’altra parte, Povvia inclusione

By © Mhefs, sathny/m {1Xe = Xal S c{(h+1)/n)7}

mostra che, per ogni elemento w di B, ,, la traiettoria X, (w) ha, sull’intervallo
(1.7) [s, s+ (R +1)/n],

un’oscillazione maggiorata dalla costante 2¢((h+1)/n) 7. costante che, pitt semplice-
mente, scriveremo nella forma Cn~7. In particolare, se s appartiene a Jg, allora,
per ogni elemento w di B, ., Ja medesima costante Cn™7 maggiora le oscillazioni
della traiettoria X,(w) sugli h intervalli J2', ;,...,J7 ;: ciascuno di questi & infatti
contenuto nell’intervallo (1.7). Si ha dunque

Usesp Ban C{AT V- VAL, < Cn=7},

Se ora, in quest'ultima relazione, si prendono le unioni dei due membri (al variare
di k da 1 a n), si trova

(1.8) Bn = UL] Use.!;; Bsn C U:=1 {&E+1 VooV AE-{-}:. = On_"'} :

Dalle relazioni {1.6) e (1.8} si deduce infine, indicando con D, l'ultimo membro
di (1.8),
A C liminf,, D,.

Poiché, grazie al lemma precedente, evento liminf, D, & trascurabile, il teorema &
dimostrato. T



o alcuﬂ punto-di massimo-locale-che non sia: stretto)

! (2. 1) Teorema. Su uno spazio probahilizzato (2, A, P) sia X un mof;_o hrowmano
Allora: :

. (-/t[ ooy ,-_'}ﬁ"-'_ii{r,-;;_{-: E['Er,tr.f'ﬂt" @i r_-r'-s:"ll_.‘;‘f 2 ;r’\\ \l}P i)\ ' . O
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2. U]teriori proprieta

i e

ﬂ‘rt i Kk:lmlfw[ )
(a) Per quasi-ogni w, la traiettoria X5{w) non-é monotona W alcun intervallo:

CPI‘OpI‘lO {e quindi possiede un insieme dE'ILSO di punti di massimo Idcale). . |

. '\.ilu_.-!!@ e ﬁrrqgl a K;Ii‘li" Gy gl
{b) Per quasi-ogni w, la traiettoria X, (w) assume massimi diversi su ogni copp:a; :

d’intervalli propri, compatti e disgiunti, con estremi razionali (e quindi non po:_;smde
' ku:lﬂ? Hf mrw]mm

Dfmostrazjone. L’affermazione (a) & una conseguenza del Teorema (1».11). Infatti, se
una tralettoria di X ¢ monotona su un intervallo proprio, allora, grazie al tcorema di
Lebesgue-Vitali, essa possiede derivata-finita in quasi 6gni punto di questo intervallo.

Per provare 'affermazione (b), basta provare che, dati due intervalli compatti
H =g b, K = [c}d],.con(} Sa(b&c( d < o0, e posto
JMFH—SuPtgHXt: MK ::S'llpteK—Xg,

Do
I'evento {My = Mg} & trascurabile. Per questo, basta scrivere I'evento in questione

nella forma {Mpy — Xy = My — X} e osservare che la variabile aleatoria Mx — X {mrg (X - x)
& mdlpentie‘nte tdal blocco [Xy]n<i<h,- gdunqt}e d|8’ MH — Xb) e dotata di densﬂ:a in T
quanto pud esser messa nella forma ' Oy fiey

My — Xp = (Xo - - Xy) + suPegycq (X — Xe). =

{{@J

; O Miere- ) TH e 1y
'(2 2) Proposizione. Siano dati un moto.b browmano X, una funzione boreliana i

su R, f;rascura bile secondo Ia mzsura di Lebesgue, e una misura. o*—ﬁmta ,u. sulla trjbui
‘boreha.na diR,, con {0} = @“”‘ g

'.5

w\

Ay ;
Allora, per quasi ogni w, la funnone t — f(Xt(w)) & tra.scurabﬂe secondo p.

Dimostrazione. Poiché la trascurabilitd di una funzione equivale a quella del 5U0
modulo pOSjlam”? supporre f positiva. Si ha allora, denotando con Yy la legge di X,

{ A J/f ”, : CCrm J‘([’nJHJ)
TP ) £ (X)) = ) [ P(w) F(Xufw))
o = [u(dt)f f dv, -:_-__of., b )
it forcs
Ci(‘} basta per concludere. D

-{2:3) Corollario. Siano dati un moto_browniano X e un insieme boreliagno B dI R

-trascurabﬂe secondo la misura di Lebeague

" Allora, per-quasi ogni w, linsieme: {t X;(w) € B} e trasemabﬂe secondo ia

; /' o ]
misura di Lebesgue (e quinti privo di punti mtem]) 24 1, {6(‘0“”“ ¢ e
i PG ekt o X anry

Dimostrazione. Basta applicare la proposizione precedente, nella quale si prenda
come funzione f 'indicatrice di B e come misura i la misura di Lebesgue sulla triba
boreliana di R, . u

C'—!'EJ(#I‘:.{,:J.I{’}}\J - jix(ﬂ?\('{lbﬁ j




(2 4) Teorema. Dato, sullo spazio probabilizzato ({, A, P), un motg.browniano X
\% con Xg = 0, si ponga, per ogni w,

i A(w) = {t : X{w) > 0}, B(w) = {t: X(w) < 0},
i; Clw) = {t: X;(w) =0}.
}AHora, per.quasi ogni w, Vinsieme (chivso)C(w) possiede le proprieta seguenti:
&

(a) & illiggitato;

(b) & trascurabile secondo Lebesgue (dungue privo di punti interni);

3
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(¢) & contenute sia nella chiusura di A(w) sia in quella di B(w) (e quméﬁ & identico
7 all intersezione di queste due c:hmsyre)

L A

Dimostrazione® La successione (X )nen © una passeggiata. aleatoria su R, con legge (.«

{di un singolo passo) eguale a N(O 1). P(EICID le due variabili aleatorie
FEY, )

hm mf X 7 lim sup,, X,

sono equivalenti alle costanti —oo, +00 rispettivamente. Gio prova che, per quasi ogni
w, i due insiemi A{w), B(w) (e quindj anche 'insieme C(w)) sono illimitati. Senza
ledere la generalitd, potremo anche supporre che questa proprieta valga per ogni w
{senza eccezioni).

Poiché il singoletto {0} & trascurabile secondo la misura di Lebesgue, tale ¢, per
quasi ogni w, I'insieme C{w). (gs!y

Per completare la dimostrazione, denotiamo con Co{w) l'insieme costituito dai
punti di C'{w) che sono isolat: a sinistra {cioé dall’origine e dai punti che siano estremi
destrt di componenti connesse dell'insieme aperto A{w)UB(w)). Osserviamo che ogni
punto di C(w)\ Ce{w) & limite di una successione strettamente crescente di elementi
di C(w) e che tra due termini consecutivi di una tal successione & compresa una
componente connessa di A{w)UB(w), e quindi un elemento di Cp(w). Cid mostra che
C(w) coincide con la chiusura di Cp(w}. Dungue, per completare la dimostrazione,
bastera provare che, per guasi ogni w, si ha

Co(w) € A(w) N Blw).
A questo scopo, consideriamo, per ogni istante razionale 7, il tempo d'arresto 7
{relativo alla filtrazione naturale di X) cost definito:

To(w) =inf{t: ¢ 2 r, Xy(w) =0}
Osserviamo che T, & finito e che, per ogni w, risulta X, (w) = 0, ossia T, (w) € C{w).
Inoltre, per ogni w, si ha
Colw) C {Tr{w) : 7€ Qi }.

Infatti & chiaro innanzitutto che Porigine appartiene al secondo membro (essendo
eguale a Tp{w)); se poi t & un elemento di Cy(w) con t > 0, allora, presc un suo

intorno sinistro nel quale non cada alcun punto di C(w) distinto da ¢, e scelto in
questo intorno un istante razionale r, si vede che ¢ coincide con T;(w).

4



Bastera dunque provare che, per quasi ogni w, si ha
{Tr(w): 7 € Qy} C A(w) N Blw).

Ora cio si ottiene osservando che, qualunque sia r, il processo (X1, 4, & un moto
browniano uscente dall’origine, sicché, grazie alla Legge 0-1 di Blumenthal, ciascuno

del due eventi

limsup, {X7.41/n > 0},  limsup,{X741/n < 0}

Il tcorema & cosi dimostrato. 5!







Sui punti di massimo- locale
per le traiettorie di un processo

compatto. Allora I'insieme A costituito dagli elementi w di Q tali che la traietto-
ria X (-, w) possieda un punto di massimadocale nom:stretto appartiene alla tribtiA.

BT . R v .oy T Al I
A i"lne_-_jf'--'fol?'l'-. y il MR %Li‘, [ A llfr'l L

Dimostrazione’ Fissiamo, per la topologia di T, una base numerabile If, costituita
da insiemi relativamente compatti e non vuoti. Sia inoltre D un ingieme numerabile
denso in 7. Per ogni elementc U di i, denoteremo con My la variabile aleatoria
reale cosi definita su (£2, A):

(1) My{w) = sup Xi(w) = max X,(w).
tenD et

Sia w un elemento dell'ingieme A definito nell’enunciato del teorema. Cid vuol dire
che esiste un elemento ¢y di T’ che sia punte di massime locale non stretto per la
tralettoria X{+, w). Poiché, per guesta traiettoria, tg & punto di massimo locale,
esiste un elemento W di I con

(2) oW,  Xy,lw)=Mww).

Naturalmente, esiste anche un elemento V' di {{ con

(3) theVCV W

Sia ora R un arbitrario ricoprimento finito di V' costituito da elementi di &/ contenuti
in W, Allora ty appartiene ad uno almeno degli elementi di R. Sia U un tal elemento.
Poiché tg non & punto di massimo locale 4n senso stretto per la traiettoria X(-, w),
esiste in U un punto ¢1, distinte da %, con

(4) Xy (w) = Xy (w) = Mw (w).

Si pud dungue trovarc una coppia (Tp,71) di elementi di I/ tale che si abbia

(5) ty €Ty, ty € Ty, T C U, TgﬂﬁIQ

e quindi Mz {w) = M, {w) = My (w).




Affinché il risultato cosi ottenuto si lasci tradurre in una semplice formula, sara
necessario introdurre alcune notazioni. Cominciamo col porre

(6) K::{(V,W)euxu: Vcw}.

Inoltre, per ogni elemento (V, W) di K, denotiamo con p(V, W) I'insieme (numerabile)

dei ricoprimenti finiti di V' costituiti da elementi di &/ contenuti in W. Poniamo poi,
per ogni elemento U/ di U,

(7) T(U):{(Tg,Tl)EuxH: T,UT, C U, ﬁm:ﬁ:@}.

Poniameo infine

(8) B= | N u U {Mp =My = My}

(V.W)EX Rep(V, W) UeR (Ty,TheT{U)

Utilizzando queste notazioni, il risultate precedente si traduce nell’inclusione A C 3.
Poiché, come risulta dalla relazione (8), B & un elemento della tribi A, bastera,
per concludere la dimostrazione del teorema, provare 'inclusione opposta: B C A.
Sia dunque w un elemento di B. Cid significa che esiste un elemento (V, W) di K
con la proprieta seguente: comunque si scelga un ricoprimento R di V appartenente
a p(V, W), esistono un elemento U/ di R e due elementi Tp, 77 di If tali che si abbia

(9) ThUTycU,  TonTi =0, My (W) = My, (W) = My (w).

Scegliamo, per ogni intero n strettamente positivo, un ricoprimento R, di V, ap-
partenente a p{V, W), i cui elementi incontrino V e abbiano diametro minore di 1/n.
Denotiamo inoltre con R, l'insieme costituito dagli elementi U/ di R, tali che esistano
due elementi Ty, 77 di U verificanti le condizioni (9). Scegliamo infine, per clascun n,
un elemento U,, di R}, e un elemento s,, di U, N V. Poiché l'insieme V & compatto,
esiste un suo elemento £ che sia valore di aderenza per la successione (Sn)n21- Al-
lora ogni intorno di t contiene uno degli insiemi U, e quindi conticne anche due
elementi Ty, 77 di if verificanti le condizioni

(10) LhuhycW, TonTi=0, Mgpw)=Mpw)=Mpyw).

Cio prova che t & un punto di massimo locale non stretto per la traiettoria X (-, w).
Ne segue che che w & un elemento di A, e cid conclude la dimostrazione. l



